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研究成果の概要：区分的に陪特性な経路を用いた時間分割近似法により、相空間（ハミルトン

型）経路積分の理論を構成した。厳密に言えば、時間分割近似法が、運動量の始点と位置の終

点に関して広義一様収束する、かなり一般的な汎関数のクラスを与えた。このクラスは不確定

性原理にかかわらないように一部の汎関数を除外しているため、和や積という演算が自由にで

きる。応用として、ハミルトン型の摂動展開や準古典近似を証明した。 
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１．研究開始当初の背景 

1948 年、R. P. Feynman は Schrödinger 方
程式の基本解の積分核を経路積分の形で表
現した。経路積分はすべての経路に関する新
しい和であり、Feynman は経路積分を有限次
元積分の極限として説明した。この方法は現
在、時間分割近似法と呼ばれる。さらに 
Feynman は、一般的な汎関数を振幅にもつ経
路積分（Schrödinger 方程式の基本解の場合
は振幅となる汎関数を 1とする）を考え、経
路 空 間 上 の 新 し い 解 析 学 を 提 案 し 、 
Lagrange 形式による量子力学の定式化を与

えた。また一方で Feynman は Hamilton 型
の経路積分も提案している。 

しかしながら、1960 年、R. H. Cameron は
経路積分に対応する完全加法的測度が数学
的に存在しないことを証明した。また
Hamilton 型の経路積分は、Schrödinger 方
程式の基本解の場合でさえ、物理的にも不確
定性原理があり、位置と運動量の経路という
定義そのものに曖昧さがあり、長年の問題と
なっている。 
 
 



２．研究の目的 
こうした背景により、研究の全体構想は、

完全加法的測度の代わりに Feynman の最初
のアイデアである時間分割近似法を用いて
経路積分の存在とその性質を数学的に証明
し、経路空間上の新しい解析学を構成するこ
とである。特に、平成 18 年度～20 年度の本
研究課題においては、時間分割近似法による 
Hamilton 型経路積分の理論の構成とその応
用を中心課題とした。数学的に厳密に言えば、
Hamilton 型経路積分の時間分割近似法が広
義一様収束する一般的な汎関数のクラスを
定義し、Hamilton 型経路積分と Riemann 
-Stieltjes 積分との順序交換、Hamilton 型
経路積分と lim との順序交換、プランクパラ
メータをゼロに近づけた場合の準古典近似
など、Hamilton 型経路積分で可能な演算を
明確化し、同時に、Lagrange 型経路積分の
理論整備を進め、Hamilton 型経路積分と比
較することで時間分割近似法のメカニズム
を明らかにすることが目的であった。 
 
 
３．研究の方法 

Hamilton 型経路積分の時間分割近似法が
広義一様収束する一般的な汎関数のクラス
の構成から始めた。振幅となる汎関数が 1 
の場合（Schrödinger 方程式の基本解の場
合）でさえ Hamilton 型経路積分は、物理的
にも不確定性原理があり、位置と運動量の経
路という定義そのものに曖昧さがあり、長年
の論争になっている。こうした物理的論争に
巻き込まれないように、私は時間分割近似法
の収束の証明、つまり、数学的存在の証明だ
けの観点から Hamilton 型経路積分の定義を
しようとした。 

まず時間分割近似法の多重振動積分を 
Fourier 積分作用素の観点から、相関数と振
幅関数に分け、振幅関数を停留位相法の観点
から、主部と余りに分けた。最初は振幅とな
る汎関数に何も仮定せず一般とし、相関数、
主部、余りの順に収束するように、汎関数に
適宜、条件を加えていき、その条件をそのま
ま汎関数のクラスの定義とした。 

余りは主部で定義され、主部は相関数のヘ
ッセ行列式で定義され、相関数は経路の作用
で定義されるので、経路はすべてに影響する。
このため、経路をどう取るかが最初の重要な
問題であった。試行錯誤の末、区分的に陪特
性な経路を選ぶと収束が良くなることを発
見した。 

時間分割近似法の多重振動積分の収束に
関しては、まず熊ノ郷（準）谷口の定理を拡
張し、大きな次元の多重振動積分を定数の次
元乗でコントロールできるように、振幅とな
る汎関数に条件を加えた。次に藤原の
Lagrange 型の停留位相法を Hamilton 型に

翻訳して、大きな次元の多重振動積分が次元
によらず有界となるように、振幅となる汎関
数に条件を加えた。最後に、多重振動積分が
分割に関しコーシー列になるように、振幅と
なる汎関数に条件を加えた。そして、この条
件をそのまま、汎関数のクラスの定義とした。 
一 般 的 な 汎 関 数 を 振 幅 と し て も つ 

Hamilton 型経路積分の時間分割近似法が、
運動量の始点と位置の終点に関して広義一
様収束することを証明したあとは、Hamilton 
型経路積分が可能な汎関数の例や Hamilton 
型経路積分と Riemann-Stieltjes 積分との
順序交換定理、Hamilton 型経路積分と lim 
との順序交換定理、プランクパラメータをゼ
ロに近づけた場合の準古典近似など、
Hamilton 型の経路積分で可能な演算を明確
化しようとした。 
当初の予想通り、不確定性原理のため、

Hamilton 型経路積分可能でない汎関数の例
や、Riemann-Stieltjes 積分や lim と順序
交換できない例が大きな問題となった。しか
し、数学的に可能な部分を徐々に明らかにし
ていくことが、物理的には曖昧であった 
Hamilton 型経路積分の正しい使用法を徐々
に明らかにしていくことになると考えてい
たので、不確定性原理にかかわらないように、
条件をつけて証明した。 
 
 
４．研究成果 
(1)区分的に陪特性な経路を用いた時間分割
近似法により、相空間経路積分（Hamilton 型
経路積分）の数学的一般理論を構成した。数
学的に厳密に言えば、相空間経路積分の時間
分割近似法が、位置の終点と運動量の始点を
変数とする関数として、広義一様収束するよ
うな一般的な汎関数のクラスを構成した。こ
の汎関数のクラスは、不確定性原理にかかわ
らないように一部の汎関数を排除している
ため、和と積という演算に対して閉じている。
ゆえに、相空間経路積分可能な汎関数のかな
り多くの例を作ることができる。応用として、
不確定性原理にかかわらないように条件を
つけて、相空間経路積分と Riemann 積分との
順序交換定理、相空間経路積分と lim との
順序交換定理を証明した。これにより、
Hamilton 型の摂動展開公式を証明した。さ
らに、プランクパラメータをゼロに近づけた
場合の Hamilton 型の準古典近似を証明した。
特に、準古典近似の剰余項の評価も与えた。
この結果は雑誌論文①②と学会発表①②③
④⑦などで発表した。 
Hamilton 型の時間分割近似法については、

振幅の汎関数が 1 の場合（Schrödinger 方
程式の基本解の場合）は収束を証明した研究
がいくつかあったが、振幅を一般の汎関数と
した一般理論はこの論文が最初である。また、



区分的に陪特性な経路は新しいアイデアで
あり、位置の終点と運動量の始点に関して関
数として広義一様収束し、収束の点で優れて
いる。 

今後の展望として、区分的に陪特性な経路
を、近似として荒い区分的に定数となる経路
に取り替えた場合、どうなるかも考えたい。
また、Hamilton 型経路積分における準古典
近似の第２項など、さらに可能な演算の幅を
広げ、物理的には曖昧であった Hamilton 型
の経路積分の正しい使用法を与えていきた
い。 
 
(2)折れ線経路を用いた時間分割近似法によ
る Lagrange 型経路積分の理論について、雑
誌論文③で多くの図を用いて解説し、学会発
表⑤⑥⑧⑨⑩⑪⑫⑬で講演した。内容は以下
である：折れ線経路の時間分割近似法が広義
一様収束する一般的な汎関数のクラスを与
えた。このクラスは和、積、平行移動、線形
変換、汎関数微分に関して閉じている。また、
この経路積分において、Riemann-Stieltjes 
積分や lim との順序交換定理、平行移動や直
交変換に関する不変性、汎関数微分に関する
部分積分や Taylor 展開、微分積分学の基本
定理が成立する。 

時間分割近似法については、Schrödinger 
方程式の解の構成法として収束を証明した
研究はあったが、振幅を一般の汎関数とした
一般理論はこれが最初である。実際、L. S. 
Schulman の 改 訂 版 「 Technique and 
Application of Path Integration」の pp.391
や  S. Albeverio-Hoegh-Krohn の 改 訂 版
「 Mathematical theory of Feynman path 
integrals」の pp.122-123 などで、最近の新
しい理論として引用されている。 
今後の展望として、時間分割近似法による

経路積分の理論を、さらに、完全加法的測度
による積分の理論のような使い易い理論に
近づけていきたいと思っている。 
 
(3)Lagrange 型の経路積分の時間分割近似
法で用いられる大きな次元の多重振動積分
の停留位相法における第２項と剰余項につ
いての精密な結果を、雑誌論文⑥で発表した。
さらに、区分的古典経路を用いた時間分割近
似法による Lagrange 型経路積分の準古典近
似の第２項と剰余項についての精密な結果
を雑誌論文⑤で発表した。 

振幅となる汎関数が 1とした場合、この積
分の形で書き下した第２項は、Schrödinger 
方程式の基本解に対し、Birkhoff が与えた
漸近展開の第２項がみたす微分方程式を満
たす。Birkhoff の第２項を、汎関数に関して
一般化したとも言っても良いだろう。 

今後の展望として、第３項以降も考えたい。 
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