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研究成果の概要：非コンパクトリーマン多様体及び無限グラフにおいて，近年熱核の長時間挙

動と空間の大域的な性質との深いつながりが明らかとなってきた．このような状況のもと，本

研究では熱核の空間方向への gradient について研究を行い，①熱核の gradient の Gauss 型評

価がグラフのある摂動のもとでは安定であること，②Dungey の方法によりベキ零群の作用の

あるグラフ上では熱核の gradient が Gauss 型評価を持つこと，③ベキ零被覆グラフの中心極

限定理がグラフのある摂動のもとで安定であること，④正方格子グラフの連結和の下で熱核の

gradient の Gauss 型評価が成り立たないための十分条件，を得た． 

 

交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 

2006 年度 1,000,000 0 1,000,000 

2007 年度 1,000,000 0 1,000,000 

2008 年度 1,000,000 300,000 1,300,000 

年度    

  年度    

総 計 3,000,000 300,000 3,300,000 

 

 

研究分野：幾何解析 

科研費の分科・細目：数学・大域解析学 

キーワード：多様体上の解析学，熱核の長時間挙動，熱核の gradient 評価，Sobolev の不等式，

Poincare 不等式 

 
１．研究開始当初の背景 

非コンパクトリーマン多様体及び無限グ
ラフにおいて，熱核の長時間挙動に空間のど
のような性質が反映しているのかという研
究はこれまでに非常に多くの重要な成果が
積み上げられてきた歴史のあるテーマであ
る．中でも１９８６年の Li-Yau による， 
Ricci 曲率が非負ならば熱核 ),,( yxth は
Gauss 型評価 
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を持つという結果により，Gauss 型評価が集
中的に研究されるようになった．ここで

),( rxV は x を中心とする半径 r の ball の体
積，d は距離である．その後，１９９０年代
にGrigoryan, Saloff-Costeによって熱核の
Gauss 型評価は volume doubling 条件と
Poincare 不等式という幾何的な不等式と同
値であることが明らかとなり，多様体がユー
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クリッド空間にある程度近ければ熱核も近
いという結論が得られた． 

一方，調和解析で重要な役割を持つ Riesz

変換
2/1 の  

pL 有界性は，1999 年，
Coulhon, Duong により 21  p で有界で
あることと熱核が上から Gauss 型評価を持
つことが同値であることが明らかとなり，熱
核の Gauss 型評価の研究の新たな展開がみ
られた．この結果を動機として Riesz 変換の

pL 有界性に空間のどのような性質が反映す
るのかについての研究が行われ，２００４年，
Auscher,Coulhon らによる研究により，熱核
の gradient が Gauss 型評価 
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を持つならば Riesz 変換が  p1 で
pL

有界であることが示され，熱核の gradient

がいつ Gauss 型評価を持つのかについて調
べることが課題となっていた． 

 

２．研究の目的 

これまでの熱核の Gauss 型評価（あるいは
Riesz 変換の

pL 有界性）の研究では，
Littlewood-Payley 理論を用いた解析的な条
件による研究以外には，成立する例（Ricci

曲率が非負の非コンパクトリーマン多様体
（ Li-Yau, １９８６），  ベキ零 Lie 群
（Alexopoulos,１９９７）），しない例（ユー
クリッド空間の連結和（Coulhon,Duong,１
９８７），Cone 多様体（H. Q. Li, ２００４
年））がいくつか知られているだけで，空間
のどのような性質が関わっているのかは不
明であった．そこで１で述べたこれまでの熱
核の長時間挙動の研究を踏まえ，熱核の
gradient の長時間挙動と空間の幾何学的性
質にどのような関係があるのかを明らかに
することが本研究の目的である． 

 

３．研究の方法 

（１）熱核の gradient の Gauss 型評価の安
定性 

 

熱核のGauss型評価は Sobolev の不等式，
Poincare 不等式等を通して quasi-isometry 

で不変であることが知られている（Coulhon, 

Saloff-Coste ら）．しかし熱核の gradient の
Gauss 型評価に関しては quasi-isometry で
安定ではないだろうと考えられている． 

 このことから熱核が Gauss 型評価を持つ
などのある適切な条件のもとで，空間の摂動
で熱核の gradient の Gauss 型評価がどこま
で成立しているかを調べることにより幾何
構造の抽出を目指す． 

 

（２）熱核の gradient が Gauss 型評価を満
たさない空間の研究 

 

 本研究のためには，熱核の gradient が
Gauss 型評価を満たす空間を調べるだけで
はなく，満たさないような空間について何故
だめなのかを詳しく調べることも大変重要
である．そのため，熱核の gradient の Gauss

型評価を満たさない例として知られている
空間の連結和を変形してどこまで成立して
いないのかを調べる． 

 

４．研究成果 
（１）無限グラフのある摂動のもとでの熱核
の gradient の Gauss 型評価の安定性（論文
②） 

 

 グラフ上では熱核（ランダム・ウォークの
推移確率）は有限伝播であるため，組み合わ
せ論的方法が有効であることから，研究の方
法（１）に沿い，無限グラフの辺の変形の下
で熱核の gradient の Gauss 型評価の安定性
を調べた．ここではグラフは熱核が両側の
Gauss 型評価と D 次の多項式増大度を満た
すものと仮定する． 

この研究の結果として，変形の多項式増大
度が D-2 未満ならば，熱核の gradient の
Gauss 型評価は安定であることを示した．こ
の結果により，熱核の gradient が Gauss 型
評価を持つ空間の例として従来は空間に周
期的な構造等のやや強い仮定が必要だった
が，変形を行うことによってより多くの例を
構成することが可能になった． 

 

（２）ベキ零被覆グラフ上の熱核の gradient

の Gauss 型評価（論文③） 

 

研究成果（１）の副産物として，Dungey

によりベキ零被覆多様体の場合に得られて
いた熱核の gradient の Gauss 型評価のシン
プルな証明に沿い，ベキ零被覆グラフの場合
でも従来よりも簡単に証明できることを明
らかにした． 

 

（３）ベキ零被覆グラフの変形の下での中心
極限定理の安定性（論文①） 

 

研究代表者は２０００年，ベキ零被覆グラ
フをあるベキ零 Lie 群にうまく実現すること
により関数解析的中心極限定理を示した．こ
の研究ではグラフの周期性が決定的に重要
な要素であるが，グラフを変形した際に現れ
る剰余項に熱核の gradient が現れることに
着目し，研究成果（１）の応用としてベキ零
被覆グラフに（１）の変形を行っても中心極
限定理が成立することを示した． 

 

尚，研究の方法（２）の成果として，D 次
正方格子の連結和において，連結部分の増大



 

 

度が D-１未満でも熱核の gradient は Gauss

型評価を満たさないことを示した（現在投稿
中）．   

この結果により，Poincare 不等式は成立す
るが，熱核の gradient は成立しない例を豊富
に構成できるようになった． 
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