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研究成果の概要（和文）：本研究課題における中心的な研究成果は，フラクタル上の熱拡散が普遍的に「拡散の
速さと距離の変形によりウォーク次元（時空間変数のスケーリング関係を表す指数）を2にいくらでも近くでき
る」という意味でガウス型に任意に近くできること，しかしガウス型にできる例は稀であること，およびウォー
ク次元とエネルギー測度（勾配ベクトルの長さの2乗の積分に相当する，関数の各集合上でのエネルギーを与え
る測度）の特異性の関係を明らかにしたことである．その他研究分担者により，フラクタル上の統計物理モデ
ル，群上の調和解析，3次元のループ除去ランダムウォーク・一様全域木などのフラクタルが関係する種々の重
要な対象への理解を深めた．

研究成果の概要（英文）：As the main results of this research project, the principal investigator has
 proved the following. Heat diffusions on fractals can be universally uniformized to be arbitrarily 
close to being Gaussian, in the sense that the walk dimension (the exponent representing the scaling
 relation between time and space variables) can be made arbitrarily close to 2 by changes of the 
diffusion speed and the metric, but can be uniformized to be Gaussian only in very limited cases. It
 has also been revealed how the walk dimension of the diffusion is related to the singularity of the
 energy measures (measures representing the energy of functions on each set, which correspond to the
 integral of the square of the length of the gradient vector). Moreover, the co-investigators have 
advanced the understanding of various important objects related to fractals such as statistical 
physics models over fractals, harmonic analysis on groups, and the 3-dimensional loop-erased random 
walks and uniform spanning tree.

研究分野： フラクタル上の解析学・ポテンシャル論

キーワード： フラクタル上の解析学　劣ガウス型熱核評価　エネルギー測度　ウォーク次元　ランダム環境中のディ
レクティドポリマー　群上の調和解析　3次元ループ除去ランダムウォーク　3次元一様全域木

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ウォーク次元とエネルギー測度の特異性の関係は当該分野における20数年来の未解決予想であり，これを肯定的
に解決できたことは熱拡散が劣ガウス的である（ユークリッド空間における通常の熱拡散よりも真に遅い）こと
とエネルギー測度の間の最も基本的な関係を定理として確立した意義深い結果である．フラクタル上の熱拡散で
はウォーク次元を2にいくらでも近くできるが2にできるのは稀，という結果は，「フラクタルの幾何構造を，熱
拡散の速さとの兼ね合いでどこまで滑らかなものに変形できるか」という自然な問いに答えるものであり，フラ
クタルにおける幾何と熱拡散の間の複雑な関係の一端を明らかにしたその意義は大きい．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
(1)「フラクタル」とは「長さが無限大の曲線」のような，従前には病的な例外的事例とみな
されていた滑らかでない構造を有する図形に対する総称であり，B. B. Mandelbrot が著書
``The Fractal Geometry of Nature'' (Freeman, 1982)においてその自然界における重要性を指
摘して以来，フラクタルは自然科学の諸分野で普遍的に見出され理論・応用両面から盛んに研
究されている．数学解析・確率論の分野では，熱や波動といった代表的な物理現象を厳密に記
述し解析することを目標として，フラクタル上のラプラシアンや対応する拡散過程の構成と解
析が 1980 年代後半以来進められてきた． 
(2)熱や波動の伝播を表す微分方程式である熱方程式や波動方程式においては，空間変数につ
いての微分に Laplacian と呼ばれる微分作用素が自然に現れることがよく知られている．滑
らかな曲面（や，その一般化である Riemann 多様体）においては Laplacian は具体的な偏微
分作用素として与えられるが，フラクタルにおいては 1 点のどんなに小さな近傍も全空間と
同程度の複雑さを有するため素朴な微分の概念が機能せず，Laplacian をどう定義すべきかは
非自明な問題である．1980 年代後半〜90 年代前半にかけての著しい研究の進展により，典型
的な自己相似フラクタルに対しては Laplacian を数学的に厳密に定義することができ，さら
に熱核（熱方程式の初期値問題の解を与える作用素の積分核）が劣 Gauss 型評価と呼ばれる
型の上下評価を満たすこと，特に熱方程式の解の挙動は滑らかな Riemann 多様体の場合と質
的に異なることが明らかにされた．この方面の研究はその後 Riemann 多様体における熱核評
価の専門家らをも巻き込みながら急速に発展し，その流れは研究開始当初にも続いていた．代
表的な成果として例えば，劣 Gauss 型熱核評価が熱方程式の解に対する重要な不等式である
放物型 Harnack 不等式と同値であること，劣 Gauss 型熱核評価が Laplacian の有界摂動に関
し安定であること，より複雑な（その大部分は確率論・統計物理の文脈で自然に現れるランダ
ムな）フラクタルにおける劣 Gauss 型熱核評価に準ずる型の熱核評価，楕円型（すなわち
Laplace 方程式の解に対する）Harnack 不等式も Laplacian の有界摂動に関し安定であるこ
と，などが既に知られていた． 
(3)熱核評価に直接関わる研究がこうして隆盛を誇っていた一方で，フラクタル上のラプラシ
アンおよび対応する拡散過程に関する熱核評価以外の観点からの研究は立ち遅れていた．例え
ば拡散過程の標本路の大域幾何構造（自己交叉の構造など），領域上の調和測度（拡散過程の，
領域の境界への初到達位置の確率分布），エネルギー測度（滑らかな Riemann 多様体におけ
る勾配ベクトルの長さの 2 乗の積分に相当する，関数の各集合上でのエネルギーを与える測
度）などは拡散過程の特性量として基本的かつ重要であるが，精密な解析を行うには熱核評価
の情報だけでは不十分で，その詳細な性質はほとんど明らかになっていなかった．そこでフラ
クタル上のラプラシアンに対する理解をより一層深めるためには，これらの課題をはじめとす
る「既存の研究の主流である熱核評価だけでは到底解決できない」研究課題に解決の筋道を立
てることが不可欠であると思われた． 
(4)また，Harnack 不等式をはじめとする調和関数の解析に関わるポテンシャル論的手法は取
り入れられているものの，その他の点では確率論以外の分野との交流が希薄で，現状では一部
の確率論の研究者だけが研究している特殊な分野という位置付けに甘んじていたこともフラク
タル上の解析学が抱える大きな課題であった．数学だけに限定してもフラクタルはエルゴード
理論・複素力学系・Klein 群論・双曲群論など多くの分野で自然に現れるにも拘らず，それら
のフラクタルにおけるラプラシアンの研究はごく僅かしかなかった上，これらの分野の知見を
フラクタル上の解析学に本質的な形で応用した研究も十分多くなされてきたとは言い難かった．
このような現状はフラクタルの現代数学における出現頻度や重要性に鑑みるに決して好ましい
ことではなく，状況の改善のためには他分野の研究者との研究交流の促進，およびそれを通じ
ての幅広い視点からの既存の研究の見直しや新たな研究対象の開拓，などを速やかに試みるべ
き状況であった． 
 
２．研究の目的 
(1)本研究は，フラクタル上の解析学が抱えていた上記の課題を解決に導くことにより，当該
分野に関わる研究を分野横断的に発展させることを主な目的とするものである．主流である熱
核評価の研究に留まらずにそれだけでは解決の望めない研究課題にも積極的に取り組む点，フ
ラクタルとの関わりが深いにも関わらず従来の研究においては交流のあまり図られてこなかっ
たエルゴード理論・複素力学系・Klein 群論・双曲群論などの諸分野との交流を志向する点な
どに，本研究の独自性が表れているといえる． 
(2)具体的には，上述した拡散過程の標本路の大域幾何構造，領域上の調和測度，エネルギー
測度などの拡散過程の特性量の詳細な幾何的性質の解明の他，フラクタル上の拡散過程を土台
にした統計物理モデルなどについての理解を深めることを目的とする（が，これらに限らず新
たな課題の発見と解決を絶えず志向する）． 
 
３．研究の方法 



(1)調和測度やエネルギー測度は解析的な由来を持つ典型的な測度であるが，そのような測度
に関しては，（Hausdorff 測度をはじめとする）幾何学的に自然な測度との間の特異性の証明
や局所挙動の定量的記述などが解決すべき問題として挙げられる．同種の問題は測度のマルチ
フラクタル解析としてエルゴード理論・力学系において盛んに研究されており，そこでの手法
の適用による調和測度の解析にも，研究分担者の田中による双曲群上のランダムウォークの場
合の結果などの実例が既にある．フラクタル上の解析学においてもマルチフラクタル解析の手
法を用いた研究自体は存在するものの，調和測度やエネルギー測度に対するものは皆無に近い．
そこで分担者の田中と梶野との協力によりそのような研究の実現を目指す．また調和測度やエ
ネルギー測度の特性には熱核評価の帰結として得られる諸性質も深く関係している可能性が高
いため，熱核評価に関連する関数不等式の取り扱いに詳しい British Columbia 大学の Mathav 
Murugan 氏を招聘あるいは訪問し，意見交換や場合によっては共同研究を行う． 
(2)拡散過程の標本路の大域幾何構造については，ユークリッド空間上の Brown 運動の場合に
おいてすら現在でも活発な研究対象であり，研究分担者の白石がこの種の解析の専門家である．
多くのフラクタル上の拡散過程は「任意の 1点集合に確率 1で到達する」という点再帰性と呼
ばれる性質を有している点でユークリッド空間上の Brown 運動とは著しく異なるため，ユーク
リッド空間の場合の単なる一般化に留まらない多様な現象が見られるものと期待される．これ
について分担者の白石が研究代表者の梶野と協力して詳細な解析を試みる． 
(3)フラクタル上の拡散過程を土台にした統計物理モデルについては，高分子の生成過程を記
述する統計物理モデルとして，整数格子上の単純ランダムウォークに基づいて構成されるディ
レクティドポリマーと呼ばれるモデルが確率論ではよく知られている．このモデルの性質は土
台となるランダムウォークやそのスケール極限である拡散過程の標本路の大域的性質と密接に
関わっており，空間 1次元の場合には研究分担者の中島により，モデルの自由エネルギーの高
温度極限が確率熱方程式の解の長時間挙動を通して記述できるという結果が得られている．フ
ラクタル上で同様のモデルを考えた場合，拡散過程が点再帰的になる状況では類似の解析が行
えることが期待されるものの，モデルの詳細な性質は基礎になるフラクタル上のランダムウォ
ークや拡散過程および確率熱方程式の解の長時間挙動を強く反映した，フラクタルに特徴的な
ものとなることが予想される．これについて分担者の中島が梶野と協力して解決を試みる． 
(4)その他，各研究分担者もフラクタル的対象が関係する新たな研究課題を独自の学術的興味
に基づいて積極的に探索し研究する．各研究課題について，梶野と該当する研究分担者が，各
分野の主要研究者との意見交換のため国内外の研究集会に積極的に参加したり海外の研究者を
訪問・招聘したりするとともに，必要に応じて研究打合せのため国内出張を行うなど研究連絡
を密に取ることで研究の進展を目指す． 
(5)最後に，本研究ではその基本的立場である「分野横断的視点」の普及による，数学の一分
野としてのフラクタル研究の全体的な発展をも志向していることを強調しておく．その実現の
ための第一歩として，2020 年度中に特異空間の解析・幾何に関する国際研究集会を日本国内
で開催し，フラクタルに関わる様々な分野の研究者を講演者として海外から多数招聘し研究交
流の促進を図る． 
 
４．研究成果 
(1)本研究課題における梶野の中心的な研究成果は，自己相似フラクタル上の Laplacian に対
するエネルギー測度が様々な点で幾何的に特異であることを明らかにした次の一連の研究であ
る． 
①まず 2020 年に出版された Mathav Murugan 氏との共同研究において，熱核に対する上下から
の劣 Gauss 型評価の下ではエネルギー測度は自然な体積測度と互いに特異になる，という本研
究分野の 20 数年来の予想を肯定的に解決した．また併せて，古典的な Gauss 型評価の仮定の
下ではエネルギー測度は自然な体積測度と互いに絶対連続になることも証明した．エネルギー
測度の特異性を導くに際しては熱核評価の型の Gauss 型からの乖離が一定以上に大きいことを
仮定する必要があり，Gauss 型からの乖離がどんなに弱くてもエネルギー測度は常に特異にな
るだろうと予想してはいるもののこの予想は未解決である．この予想の根拠を与える結果とし
て，2022 年に出版された梶野の論文では，上下からの劣 Gauss 型熱核評価とエネルギー測度
の特異性を満たすフラクタルとその上の Laplacian の具体例の族であって，その熱核評価の型
が Gauss 型にいくらでも近いものを含むようなものを構成した． 
②上記①の結果に関連して，2023 年初頭に出版された梶野の論文において，熱核評価が劣
Gauss 型か Gauss 型かの区別の基準となる walk 次元と呼ばれるフラクタル上の Laplacian の
特性量が，一般化 Sierpinski carpet と呼ばれる重要な自己相似フラクタルの族に対しては常
に 2 より真に大きい，という基本的事実の初等的証明を与えた．この事実の，どの一般化
Sierpinski carpet に対しても通用する証明を与えた論文は従前には存在しなかったが，本論
文の証明は初等的であるだけでなくどの一般化 Sierpinski carpet に対しても通用する．特に
一般化 Sierpinski carpet 上の標準 Laplacian に対する熱核評価は劣 Gauss 型であり，従って
日野(2005)（あるいは上記①）の結果によりこの場合エネルギー測度は標準的な体積測度と互
いに特異であることも分かったことになる． 
③さらに 2023 年初頭に出版された Mathav Murugan 氏との共同研究において次の結果を得た．



与えられた対称拡散過程に対し，空間内の場所毎に拡散の速さを変更するとともに空間の距離
構造を元の距離と擬対称な（つまり，同心球の構造が元の距離との間で一様に比較可能な）距
離の範疇で変更することにより拡散過程の挙動を可能な限り Gauss 型に近付ける，という問題
を考える．もう少し具体的には，ある変更の下で walk 次元 D の放物型 Harnack 不等式が成立
するようにできるような D 全体の集合の下限を拡散過程の共形 walk 次元と定義し，この値を
同定するという問題を考える．このとき，一般に共形 walk 次元は 2 か無限大かのどちらかで
あることを証明した．さらにこの値が 2であるとき下限の値 2はある変更により達成されるか
という自然な問題については，典型的な自己相似フラクタル上の Laplacian ではこの値は既存
の結果により無限大ではないため 2 であり，2 次元標準 Sierpinski gasket という最も基本的
な例では下限の値 2はある具体的な変更により達成されることが木上(2008)の結果により知ら
れていた．これを受けて Murugan 氏との本共同研究では他の自己相似フラクタル上の具体例に
ついて考察し，Vicsek 集合および 3 以上の N に対する N 次元標準 Sierpinski gasket では下
限の値 2は達成されないことを証明した．達成されないことの証明の鍵を握るのは調和関数の
エネルギー測度の幾何的性質の解析であり，具体的には「線分上で一定値を取る調和関数」が
一般の調和関数の局所挙動の主要部に自然に現れることを示すことに帰着する． 
(2)フラクタル上の拡散過程を土台にした統計物理モデルについては，梶野および中島が小西
航生氏と協力して，ランダム媒質中のディレクティドポリマーの自由エネルギーに関し共同研
究を行い，強再帰的な劣 Gauss 型熱核評価を満たす一般の無限グラフに対し自由エネルギーの
高温度での上下評価を 1次元整数格子に対する既知の結果を拡張する形で証明した．またディ
レクティドポリマーの解析に関連して，同様の熱核評価を満たす無限グラフ上の 2つの独立な
ランダムウォークの時刻 nまででの衝突回数 T_n に関して梶野が牛瀧由規宏氏および小西航生
氏と共同研究を行い，T_n の典型的な大きさを n の関数として特定するとともに T_n の値を典
型的な大きさで規格化した確率変数の末尾確率の上下評価を与えた． 
(3)その他，中島は乗法型確率熱方程式および KPZ 方程式と呼ばれる確率偏微分方程式の 3 次
元以上の場合の研究を行い，L^2-領域と呼ばれるパラメータ領域において解の摂動を求め
Edwards-Wilkinson 型の確率偏微分方程式が現れることを示した．さらに続く研究では 2 次元
の場合に乗法型確率熱方程式の解から構成される関数の族の研究を行い，劣臨界領域と呼ばれ
るパラメータ領域において解の摂動を求めやはり Edwards-Wilkinson 型の確率偏微分方程式が
現れることを示した．元々3 次元以上の研究では不等式評価を個別の計算により示していたが，
2次元の場合の研究では解析手法を改善することでまとめて評価できるようになった． 
(4)田中はフラクタル幾何学とも深い関連を持つ Koebe-Andreev-Thurston によるサークルパッ
キング定理の離散調和写像類似について研究を行った．これは離散調和関数の研究の非線型問
題版である．また双曲群の位相流を導入し整備することで擬相似剛性定理を証明し，さらに双
曲群の古典的なクラスでそれ自体具体的な研究がかなりの程度可能である曲面群について研究
を行いグラフの調和埋め込みについての一意化定理を証明した． 
(5)白石は Omer Angel 氏（British Columbia 大学），David A. Croydon 氏（京都大学），Sarai 
Hernandez-Torres 氏(UNAM)との共同研究において，3次元一様全域木のスケール極限の存在お
よびその諸性質を証明するとともに，その応用として一様全域木の上のランダムウォークの研
究も行った．また Xinyi Li 氏（北京大学）との共同研究において，3 次元ループ除去ランダ
ムウォークのスケール極限のヘルダー連続性に関する結果をループ除去ランダムウォークの成
長指数を用いて与えた． 
(6)2023 年 3 月にはフラクタルや特異距離空間の解析・幾何に関する国際研究集会を沖縄で開
催し，フラクタルに関わる様々な分野の研究者を講演者として国内外から多数招聘し研究交流
を行った． 
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