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研究成果の概要（和文）：非線形性による波動の集約性と分散性による波動の変調性とが生み出す波動現象を記
述する非線形分散型方程式，特に非線形シュレディンガー方程式とKdV方程式について，大域解の存在，大域挙
動に関する研究を行った．非線形シュレディンガー方程式については，微分型を代表とする非線形項を考え，相
互作用における共鳴・非共鳴構造を考察し，解の集約性を特徴の成果により解の波数エネルギーが転換される現
象を示した．KdV方程式については，双線形評価式による研究のもとに，KdV方程式の平滑効果，およびKdV方程
式を2次元に拡張したZakharov-Kuznetsov方程式に対する大域可解性を示した．

研究成果の概要（英文）：I developed the global existence and large time behavior of solutions to 
nonlinear dispersive equations, especially the nonlinear Schrodinger equation and KdV equation, 
which describe the wave phenomena produced by the incorporation of nonlinear and dispersive effects.
 Regarding the nonlinear Schrodinger equation, I showed a phenomenon in which the wave energy of the
 solution is converted due to the concentration effect of the solutions due to the 
resonance/non-resonance in the interaction for nonlinear terms. Regarding the KdV equation, by 
considering the bilinear estimates, I showed the smoothing effect of the KdV equation and the global
 solvability of the Zakharov-Kuznetsov equation, which is a two-dimensional extension of the KdV 
equation.

研究分野：偏微分方程式

キーワード： 分散型方程式　初期値問題　適切性　大域挙動
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ハミルトニアンに対応したエネルギー保存空間は，ハミルトニアンが意味をもつ空間として意味があり，その関
数空間における解の大域存在，大域挙動に関する研究は多い．また，弱解の一意存在性や正則性に関する解析で
は，方程式に対してスケール不変である関数空間が重要な役割を果たし，そのような関数空間はエネルギー保存
量が有限とは限らない場合が多い．本研究の一つ目の問いは，初期値問題の適切性・非適切性を切り分ける臨界
空間はどうかということである．二つ目の問いは，解の大域的な振る舞いをフーリエ空間における波動のエネル
ギー密度の転換過程で解析できないかということであった．本研究で得られた成果の価値は高いと言える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
非線形分散型方程式に対する初期値問題の適切性（解の一意存在，初期値に関する連続依存性）
は基本的な問題であり，１９８０年代より適切性・非適切性を切り分ける臨界空間の研究が進展
している．特に，１９９０年代に Bourgain の提唱したフーリエ制限ノルム法はエネルギー空間
（運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの総和であり，微分階数が 1 のソボレフ空間空間
の場合が多い），さらにはエネルギー空間を広げた弱解の関数空間で適切性を取り扱うことに成
功した．大域解の存在定理や挙動を研究する上で，研究代表者もフーリエ空間における波動のエ
ネルギー転換過程から解の定性構造の解析を行った．また，Kenig-Merle の研究に見られるよう
に，解のダイナミクス変化を特徴付ける最小解を変分法で解析する手法が開発され，エネルギー
臨界型の方程式に対する問題に対して大きな影響を与えた．これらの研究に共通することとし
て，分散性と非線形性による解の非一様な特異性をどのように解析するかが鍵であった．しかし
ここでは，方程式固有の構造が要となることから，一般論での扱いは困難であった．このような
研究の流れの中にあって，プラズマ中の電子音波を記述する，微分を非線形項に持つ非線形シュ
レディンガー方程式，あるいは浅水波を記述する KdV 方程式や膜液流上の長波長波動のモデル
である Zakharov-Kuznetsov 方程式など，十分な研究がなされていなかった．解の空間無限遠で
の減衰が期待できない周期境界条件におけるなどに対して，初期値問題の適切性と非適切性と
を切り分ける臨界空間がよく分かっておらず，その解明，および研究方法論の構築が期待されて
いる． 
 
２．研究の目的 
非線形シュレディンガー方程式や KdV 方程式を始めとする非線形分散型方程式は，分散性に
よる振動分散と非線形性による凝集という異なるタイプの性質が競合した方程式である．それ
らの競合により複雑な波動の変遷を形成する．数学的な見地から，このような複雑な変遷過程の
解明を明らかにすることを目指す．特に，上記の非線形分散型方程式に対して，初期値問題の適
切性・非適切性を切り分ける最良といえる関数空間で解のダイナミクスを解明することを目指
す．解の正則性に関する解析が必要となるが，これは放物型方程式のような平滑効果が期待でき
ないことに由来する．非線相互作用による解の正則性をどのように解析するか，その解析手法の
構築を目指す． 
方程式を不変にするスケール変換で不変なソボレフ空間は，初期値問題の適切性と非適切性
とを切り分ける指標を与えるが異なる場合もある．典型的な問題として，微分を非線形項に含む
非線形シュレディンガー方程式を考え，大域解の存在定理が成り立つ臨界空間は初期値の質量
ノルムの大きさを指標として解析する．まずは大域解の存在が破綻について，臨界空間を質量ノ
ルムで決定することを目指す． 
KdV 方程式に対しては，周期境界条件を考えた場合，平滑化が期待できないことが障害となる．
解の正則性に関する解析が必要となるが，それに関する研究としてフーリエ空間において非線
形相互作用を解析した際に現れる共鳴・非共鳴周波数による特徴付けを行う．波動エネルギーの
転換構造が初期値問題の適正性に及ぼす影響の解明を目指す． 
Zakharov-Kuznetsov 方程式に対しては，全空間において空間遠方で減衰する波動構造につい
てはよく研究されている．一方，無限遠方で減衰しないような場合は研究が進んでいない．これ
についても，上記の KdV 方程式の場合と同様に平滑効果が期待されないことが解析する上で障
害となる．特にここでは，空間２次元に対して一方向に周期境界条件を課した場合に，平滑効果
が及ぼす解の大域的な正則性の解明を目指す． 
 
３．研究の方法 
 微分を非線形項に含む非線形シュレディンガーの大域解の存在については，様々なエネルギ
ーレベルにおける定在波解の安定性解析の研究と Kenig-Merle による解のダイナミクス変化を
特徴付ける最小解に関する研究の統合を試みる．これにより，大域構造に対して，初期値の大き
さに関する制限と設定とが生じる構造的な障害とは何かを突き詰め，大域適切性が成り立つ関
数空間と解の大域構造を解析する．解の発散に関わる集約構造を統御する評価式，質量ノルムを
記述する質量密度の発散過程を解析する必要があるが，まずは既存する評価式を実解析・調和解
析的な研究手法を用いて精密化する． 
 KdV 方程式については，周期境界条件における解の平滑効果を可積分性の観点から解析し，適
切性が整合する関数空間を明らかにする．非線形共鳴に由来する非正則性を評価する場合に，方
程式からこれに対応する特異性をうまく抽出するゲージ変換，解の正則性をより正確に解析で
きる normal form 法，これらとフーリエ制限ノルム法との融合を考える．この問いへの取り掛か
りとして，まずは線形解に関するストリッカーツ評価式の精密化を図る．非線形項を処理する際
に現れる非線形相互作用の解析に適した双線形形式により精密な解析を図る． 
 Zakharov-Kuznetsov 方程式については，領域に対して一方向に周期境界条件を課した問題を
設定し，解の大域可解性の観点から適切性が成り立つ関数空間を解析する．研究代表者らにより
開発された I-method を用いることにより，エネルギー空間よりも弱い関数空間で大域適切性を



示すことが可能である．しかし，周期境界条件により解の減衰と分散が十分に期待できないので，
これに関して精密な解析が必要になる．非線形シュレディンガー方程式で有効であった波数空
間における角度正則性の解析，および双線形評価により，解の平滑化に置き換わる効果を導く方
法を用いる． 
 また，研究目的を達成する上で，所属機関において分野横断型のセミナー「解析セミナー」を
開催する．また，分散型方程式の研究分野に絞った研究集会を開催する．国内外から講演者を招
聘して，多くの研究者と議論することから，関係する情報を収集するとともに，研究方法の妥当
性を適切に確認し，必要に応じて研究方法を修正と改善を行う． 
 
４．研究成果 
（１）空間１次元の周期境界条件，質量臨界冪の非線形項をもつ非線形シュレディンガー方程式
に対して，非線形相互作用によって引き起こされる波動エネルギーの集約とエネルギー転換の
関係性を示した．空間２次元の場合，対応する質量臨界冪の非線形項に対しては先行する結果が
あった．しかし空間１次元のモデルに対しては十分な研究がなかった． 
今回の１次元モデルに対しては，エネルギー転換を特徴付ける非線形共鳴に対応する有限次
元近似モデルを構成し，有限波数モード間においてエネルギーが転換される構造を示した．有限
次元モデルの解と非線形シュレディンガー方程式の解との差異については，近似評価式を構成
することで解析した．有限次元モデルと本来の方程式との誤差評価の収束オーダーについては，
解の振幅パラメータを導入し，その大きさを用いてエネルギー転換を定量的に解析した．ここで，
解析を実行できる時間は振幅パラメータで与えた． 
（２）微分を非線形項に持つ非線形シュレディンガー方程式の初期値問題について，時間大域構
造を研究した．完全可積分系の方程式であり逆散乱法による解の構成が可能である一方，解の大
域性について，その適切性が成り立つ臨界空間が確定されておらず，解の発散現象を含めてよく
分かっていなかった．初期値の質量ノルムが多項式ソリトン解よりも真に小さい場合，エネルギ
ー保存量が正値となり，エネルギー保存則から得られる解のアプリオリ評価式から大域解の存
在が得られる．他方，多項式ソリトン解と同じ，あるいは大きい質量を持つ場合に初期値問題が
大域適切であるか分かっていなかった．既存の研究成果としては，微分を非線形項に含まない冪
乗型の非線形シュレディンガー方程式の場合とは対照的であり，大域適切性が大きな初期値に
対して成立するか，その解決が望まれていた． 
まずは，初期値の全質量を多項式ソリトン解のそれと同じ場合に問題を制限し，初期値問題の
解が時間大域的であるか，つまり多項式ソリトン解の質量値が大域適切性に対する閾値である
かどうかという問題について研究した．Kenig-Merle らによって開発された concentration 
compactness の方法を用いることにより，背理法による証明方法から，有限時刻で発散するなら
ば，発散時刻に近づくにつれ解は多項式ソリトン解に時空スケール変換を施し凝集した関数に
漸近することを得た．多項式ソリトン解に対しては，方程式のエネルギー量，モーメント量，他
幾つかの保存量の値がゼロ値であることを確認し，発散する解に対しては，関数のプロファイル
分解を用いてこれら保存量も多項式ソリトン解と同じゼロ値に収束する状況を証明した． 
（３）周期境界条件における KdV 方程式に対して，その基本解の与える線形作用素の正則性を研
究した．特に時空可積分性に現れるルベーグ指数について，その臨界値を解明することを目的と
した．全空間の問題と異なり，周期境界条件では空間無限遠における解の減衰がなく，滑らかさ
に関する特異性の分散は期待できない．そこで，線形評価式であるストリッカーツ評価式を非線
形評価の際に有効な双線形形式へ書き換え，積分可能な特異性の解析をルベーグ可積分性とル
ベーグ指数に対する臨界値の側面から研究した． 
KdV 方程式の基本解に対しては，波数モードが異なる２つの初期値を与え，それらの相互作用
を双線形形式で研究した．異なる波数モードの相互作用ではある種の平滑化効果を得た．これは
通常の線形評価式ではみられない分散効果である．次に，ここで得られた双線形評価を一般化
KdV 方程式の大域適切性の問題に適用した．エネルギー空間よりも微分階数の高い高階ソボレフ
空間における大域解に対し，解のアプリオリ評価式を研究した．上記双線形評価式を非線形項の
評価に用い，これと反転型 I-method による議論とを融合することにより，時間変数に対する解
の多項式増大評価を得た． 
（４）空間２次元において，３次の質量臨界冪の非線形項をもつ非線形シュレディンガー方程式
を無限円柱領域において考え，高階ソボレフ空間における解のアプリオリ評価を与えた．高階ソ
ボレフノルム評価は，波動エネルギーレベルが低周波層から高周波層へ移行することを制御す
ることにおいても重要である．空間無限遠での減衰が期待できる全空間における問題について
は先行結果があった．ここでは空間の一方向に対して有限である場合の波動現象を考えた． 
非線形項の評価では，波数空間における角度正則性の見地から双線形評価を構成した．得られ
た双線形評価式では，無限円柱領域におけるルベーグ積分性と滑らかさによる正則性に対する
平滑効果を解析した． 
（５）上記と同様な無限円柱領域において，Zakharov-Kuznetsov 方程式の大域適切性の問題を
考察した．エネルギー空間における時間大域適切性については，Molinet-Pilod らの先行結果が
あった．ここでは微分階数がエネルギー空間のそれよりも弱い初期値のクラス，つまり関数空間
としてはエネルギー空間よりも広いソボレフ空間において大域適切性と大域評価を研究した． 
I-method による擬エネルギー量を定義し，Zakharov-Kuznetsov 方程式の空間異方性を甘味し



た新しいタイプの双線形評価式を証明した．これにより，波数空間におけるエネルギー転換構造
を大域的に解析することに成功した．ソボレフ指数が 29/31 よりも真に大きい条件のもと，初期
値問題の適切性が時間大域的であることを得た． 
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