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研究成果の概要（和文）：当該研究課題では，離散幾何的手法と，トーリックイデアルのグレブナー基底の理論
を融合させるという斬新な計画を遂行し，整凸多面体にまつわる未解決問題に挑むと同時に新手法の開発を推進
することを目的とした。研究成果として特に，単位単体のミンコフスキ和が正規性を持つことを証明し，著名な
予想である小田予想がnestohedronと呼ばれるクラスについて正しいことを証明した。また，整凸多面体のδ多
項式のγ-非負性について研究し，グレブナー基底の理論などを活用することによって，いくつかの重要な整凸
多面体について，γ-非負性を証明した。

研究成果の概要（英文）：In this project, we tried to combine discrete geometric methods and the 
theory of Groebner bases of toric ideals, and to study unsolved problems related to integral convex 
polytopes and to promote the development of new methods at the same time. In particular, we proved 
that the Minkowski sum of unit simplices is normal, and hence famous “Oda conjecture” is correct 
for nestohedra. We also studied the gamma-positivity of the delta-polynomials of integral convex 
polytopes and proved the gamma-positivity of some important integral convex polytopes by using the 
theory of Groebner bases.

研究分野： 計算可換代数，計算幾何，組合せ論

キーワード： グレブナー基底　凸多面体　トーリックイデアル

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Nestohedronと呼ばれる，整凸多面体の重要かつ広いクラスについて，小田忠雄氏による著名な未解決予想「非
特異多面体は正規」を，グレブナー基底の理論を用いて鮮やかに証明することができた。小田予想の肯定的な解
決に向けて，今回の手法を拡張したさらなる新手法の開発が期待される。また，整凸多面体のδ多項式のγ-非
負性の研究については超グラフの内部多項式などとの思わぬ結び付きを見出しており，関連する分野の研究者か
ら大きな反響があった。これらの研究成果は，離散幾何的手法と，トーリックイデアルのグレブナー基底などの
代数的理論を融合した手法のさらなる発展に寄与するものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 

Stanley による Cohen-Macaulay 環理論を駆使した上限予想の肯定的解決等を契機として，凸
多面体の組合せ論と可換代数は相互に影響を及ぼし合いながら発展を続けている。研究代表者
自身もトーリックイデアルのグレブナー基底などの可換代数的手法と三角形分割などの組合せ
論を駆使して，正規多面体の分類や，反射的多面体の構成などに関して顕著な成果を挙げてきた。
凸多面体の組合せ論において，膨らませた凸多面体内の格子点の数によって定義される「エルハ
ート多項式」は最も重要な研究対象の 1つである。特に，その母関数の有理式表示における分子
の多項式の係数であるδ列の unimodal 性（単調増加した後，単調減少）や対称性は Gorenstein
環などの可換代数とも結び付き，活発な研究が継続されている。近年，spanning 多面体や
interlacing 多項式などの画期的な新概念が発明され，δ列の unimodal 性に関して重要な成果
をもたらしている。 
 
２．研究の目的 

当該研究課題では，近年開発された spanning 多面体や interlacing 多項式といった革新的な
離散幾何的手法と，トーリックイデアルのグレブナー基底の理論を融合させるという斬新な計
画を遂行し，整凸多面体にまつわる未解決問題に挑むと同時に新手法の開発を推進することを
目的とした。具体的な課題は主に以下の 2点である。 
 
（１）unimodal 予想. 任意の正規多面体のδ列は unimodal である。 

整凸多面体𝑃を𝑘倍に膨らませた多面体𝑘𝑃内の任意の格子点が𝑃内の𝑘個の格子点の和で表せ
るとき，𝑃は正規であるという。整凸多面体のエルハート多項式の母関数であるエルハート級数
（常に有理式となる）の分子の多項式の係数はδ列と呼ばれ，一般にδ列は非負整数列となる。
例えばミラー対称性の文脈で重要な反射的多面体とは，δ列が対称な多面体のことである。反射
的多面体が正則単模三角形分割を持つ（したがって正規である）場合にはδ列は unimodal であ
ることが知られているが，この結果を一般の正規多面体に拡張することを目的とする。 
 
（２）小田予想. 任意の非特異多面体は正規である。 

次元𝑑の整凸多面体𝑃 ⊂ 𝑅 の任意の頂点について，頂点から辺に沿って伸びる整数ベクトルが
𝑍 の𝑍基底をなすとき，𝑃は非特異であるという。当該研究では，小田忠雄氏による著名な未解
決予想「非特異多面体は正規」に挑戦する。なお，これは非特異トーリック多様体の任意の射影
埋め込みが射影的正規であるという主張と同値であり，代数幾何においても非常に重要である。 
 
３．研究の方法 

まず，準備段階として，著名な多面体のクラスについて具象的基礎研究を遂行するとともに，
正規多面体，非特異多面体の新しい豊富なクラスの発見に努める。さらに，これらの研究成果を
もとに，理論的な考察に加えて，計算機支援によって豊富なクラスによる実証を遂行し，
interlacing 多項式や spanning 多面体などの最新の理論を，グレブナー基底を始めとする可換
代数的手法と融合し，未解決問題への挑戦の過程で関連する理論の発展を目指す。 
 
（１）正規多面体のδ列の unimodal 性 

整凸多面体𝑃 ⊂ 𝑅 が spanning であるとは，𝑃内の格子点𝑃 ∩ 𝑍 のアフィン結合全体が𝑍 と一
致するときにいう。既存の研究により，spanning 多面体のδ列 𝛿 , … , 𝛿  には隙間がない (𝛿
0 ⇒ 𝛿 0）ことが証明されている。正規多面体，非特異多面体は spanning であり，unimodal 
なδ列には隙間がないことから，unimodal 予想の解決に向けて大きな貢献が期待される新概念
である。また，spanning 多面体の定義条件はトーリックイデアル理論の観点から極めて自然な
条件であることから，グレブナー基底に関してこの概念を取り入れた技術の開発を行う。他方，
𝑃のδ列を係数にもつδ多項式 𝛿 𝑥  に関して「𝛿 𝑥 は実根しか持たない ⇒ δ列はunimodal」
が成立するが，interlacing 多項式は 𝛿 𝑥  が実根しか持たない場合にそれを証明するための
革新的な新概念である。研究代表者は𝛿 𝑥 の根について，トーリックイデアルの理論を活用し
て極めて重要な例を構成した実績があり，interlacing 多項式の技術とトーリックイデアルの理
論を組み合せた独自の理論を展開することが可能である。 
 
（２）小田予想への挑戦 

Hopf 空間のホモトピー結合性の記述に用いられることで知られる associahedron をクラスと
して含み，非特異多面体の著名なクラスである graph associahedron，および，一般化された 
associahedron に関する具象的基礎研究を遂行する。グラフがパスの場合は，graph 
associahedron は通常の associahedron と一致し，研究代表者が提唱した Segre-Veronese 配置
の理論が適用できる。そのため，一般のグラフの graph associahedron には，Segre-Veronese 配
置の一般化として発明した入れ子配置の理論が威力を発揮する。さらに，有限グラフの辺凸多面
体の正規性を単模被覆の構成によって証明した手法も検討し，2 つの手法の融合・連携を図る。



これらの成果をもとに，非特異多面体のより広いクラスである nestohedron を標的として予想
に挑み，さらなる一般化を目指す。 
 
４．研究成果 
【主たる研究成果】 
（１）Nestohedron に対する小田予想および Bogvad 予想の解決 

単位単体のミンコフスキ和のトーリックイデアルについて研究し，スクエアフリーなイニシ
ャルイデアルを持ち，2次生成であることを証明した。また，単位単体のミンコフスキ和が正規
性を持つことを証明した。これらの結果により，著名な予想である小田予想と Bogvad 予想が
nestohedron と呼ばれるクラスについて正しいことが証明された。（Higashitani-Ohsugi, 
Algebraic Combinatorics (2020)） 
 
（２）グレブナー基底理論を用いた正規反射的多面体の構成 

順序凸多面体と安定集合凸多面体のケーリー和とその正規性および Gorenstein 性について研
究成果を得た。主たる結果として，任意の半順序集合 P とグラフ G に対して以下の 3 条件が同
値であることを証明することができた。 
 G は理想グラフである。 
 P の順序凸多面体と Gの安定集合凸多面体のミンコフスキ和は Gorenstein である。 
 P の順序凸多面体と Gの安定集合凸多面体のケーリー和は Gorenstein である。 
この定理の証明においては，グレブナー基底理論が大きな役割を果たしている。(Hibi-Ohsugi-
Tsuchiya, Michigan Math. J. (2020)) 
 
（３）整凸多面体のδ多項式のγ-非負性 

係数が左右対称な正整数係数多項式 𝑓 𝑡 𝑎 𝑎 𝑡 ⋯ 𝑎 𝑡  がγ-非負であるとは，非負
の𝛾たちを用いて，𝑓 𝑡 ∑ 𝛾 𝑡 1 𝑡 と表せるときにいう。γ-非負は unimodal であるた
めの十分条件であり，実根しか持たないかどうかの判定にも有用である。 

 
① 整凸多面体のδ多項式のγ-非負性について研究を行った。特に，二部グラフに付随するあ

る反射的凸多面体のδ多項式のγ多項式が超グラフの内部多項式によって記述でき，γ-非
負であることを示すことができた。さらに，この整凸多面体のδ多項式は虚根を持つ場合が
あり，貴重な例を生み出すことも判明した。(Ohsugi-Tsuchiya, Selecta Math. N.S. 
(2020))また，enriched 順序凸多面体・enriched 鎖凸多面体を定義し，それらが反射的凸多
面体であることを示すとともに，δ多項式のγ多項式を半順序集合の言葉で記述すること
によって，γ-非負であることを証明した。(Ohsugi-Tsuchiya, European J. Mathematics 
(2021)) 

② 局所的アンチブロッキング凸多面体のδ多項式が，付随する unconditional 凸多面体のδ
多項式たちの平均となっていることを示し，enriched 鎖凸多面体の結果を用いることで，
twinned 鎖凸多面体のδ多項式がγ-非負であることの証明に成功した．また A型対称的辺
凸多面体に関してこの手法を応用し，広いグラフのクラスに対して，そのδ多項式のγ-非
負性を示した。(Ohsugi-Tsuchiya, Discrete Comput. Geom. (2021)) 

③ カクタスグラフのサスペンショングラフに付随するA型対称的辺凸多面体について研究し，
そのδ多項式を，マッチング生成多項式を用いて表すことに成功した。また，化学グラフ理
論を応用することによって，このような多項式の根がすべて実根であることを証明した。
(Ohsugi-Tsuchiya, Combinatorial Theory (2021)) 

④ 有限グラフに付随する PQ 型隣接凸多面体と呼ばれる格子多面体について，ジョイングラフ
を考えた場合の，PQ 型隣接凸多面体のδ多項式に関する公式を与えた。この公式を応用し，
車輪グラフの PQ 型隣接凸多面体の正規化体積の明示的な公式を与えることにも成功し，
Chen-Davis の予想を肯定的に解決した。また，完全多部グラフについてもδ多項式や正規
化体積の公式を与え，Chen-Davis の完全 2 部グラフ𝐾 , に関する結果を大幅に拡張するこ
とができた。(Ohsugi-Tsuchiya, Discrete Comput. Geom. (2022)) 
 

（４）有限グラフに付随する安定集合イデアルの 2次生成性 
安定集合多面体は最適化理論などの多様な分野に現れる重要な多面体であり，トーリックイ

デアルの生成系，グレブナー基底を活用した分析が期待されている。本研究課題では，2次生成
となるための条件について研究した。柴田和樹氏，土谷昭善氏との共同研究の中で「2次生成と
なることと，グラフが perfectly contractile であることは同値」という予想を提示し，重要な
クラスについて証明している(Shitaba-Ohsugi-Tsuchiya, Bulletin of the London Math. 
Society (2022))が，さらに，土谷氏との共同研究により，安定集合イデアルの 2次生成性をケ
ンペ同値と呼ばれるグラフ理論の彩色理論において重要な概念によって特徴付けることに成功
した。また，応用として，弱弦グラフなどの重要なクラスについて 2次生成性を証明するととも
に，perfectly contractile の特徴付けに関する予想"Everett-Reed 予想"が正しければ，上記の
予想も正しいことを証明した。(Ohsugi-Tsuchiya, arXiv:2303.12824(2023)) 
 



（５）Nef 分割の豊富な例を構成 
グレブナー基底理論を駆使して，単模配置から nef 分割の豊富な例を構成することに成功し

た。(Ohsugi-Tsuchiya, Mathematische Nachrichten (2020)) 
 
（６）マッチングフィールドのトーリックイデアル 

s-ブロック対角マッチングフィールドのトーリックイデアルについて研究した。s=2 の場合に
関する Clarke-Mohammadi の結果を一般化し，ある条件をみたす s-ブロック対角マッチングフ
ィールドのトーリックイデアルが，2次式からなるグレブナー基底を持つことを証明した。また，
この結果を用いて，グラスマン多様体のトーリック退化の新しい族を生み出すことに成功した。
(Higashitani, J. Pure and Applied Algebra (2022))  
 
（７）q-linear resolution を持つエッジ環の特徴付け 
日比・土谷・松田予想「qが 3以上の場合に，エッジ環が q-linear resolution を持つことと

超曲面であることは同値」を肯定的に解決し，そのような性質を持つグラフを特徴付けることに
成功した。証明においては，δ多項式の次数に関する考察が大きな役割を果たしている。(Mori-
Ohsugi-Tsuchiya, J. Algebra (2022)) 
 
（８）シュペヒトイデアルのグレブナー基底 

自然数の分割に付随するシュペヒトイデアルと呼ばれるイデアルについて研究した。 
① シュペヒトイデアルに関する Haiman-Woo の結果（シュペヒトイデアルの被約性，および，

普遍グレブナー基底の構成）の簡潔な別証明を与えた。(Murai-Ohsugi-Yanagawa, 
Communications in Algebra (2022)) 

② シュペヒトイデアルのステイト多面体が一般化された permutohedron であることを証明し
た。この結果によって特に，与えられたシュペヒトイデアルが持つイニシャルイデアルの個
数を，分割の大きさ nと，連続する成分の差の最小値 kを用いた式 n!/(k+1)!で表すことが
できた。(Ohsugi-Yanagawa, arXiv:2201.05325 (2022)) 

 
【得られた研究成果のインパクトおよび今後の展望】 

研究成果「（１）Nestohedron に対する小田予想および Bogvad 予想の解決」は研究計画調書で
あげた最終目標の 1 つであったが，グレブナー基底の理論を用いて鮮やかに証明することがで
きた。小田予想の肯定的な解決に向けて，今回の手法を拡張したさらなる新手法の開発が期待さ
れる。また，研究成果「（３）整凸多面体のδ多項式のγ-非負性」は超グラフの内部多項式など
との思わぬ結び付きを見出しており，関連する分野の研究者から大きな反響があった。特に，当
該研究課題の研究成果を礎として，対称的辺凸多面体のδ多項式に関する研究が大勢の研究者
を巻き込んで飛躍的な進展を見せている。今後は，これらの研究成果をもとに，離散幾何的手法
と，トーリックイデアルのグレブナー基底などの代数的理論を融合した，さらなる新手法の開発
が期待される。 
 
【国際会議】 

2019 年度には，研究遂行に向けての情報収集を目的とし，計算可換代数と凸多面体研究につ
いての現状把握を行うため，欧米諸国の研究者を招待して，国際会議「Commutative Algebra and 
Lattice Polytopes」（代表者：東谷章弘）を京都大学数理解析研究所（RIMS）において開催した。
また，最終年度となる2022年度には，2023年2月に2つの国際会議「Characteristic Polynomials 
of Hyperplane Arrangements and Ehrhart Polynomials of Convex Polytopes (RIMS)」および
「Combinatorial and Algebraic Aspects on Lattice Polytopes（関学大）」を開催し，情報収
集および活発な議論を行った。 
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