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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、積分型並列固有値解法の非線形変数変換による高性能化手法の開発
を行った。積分型固有値解法は、従来の逐次型の固有値解法と比較して高い並列性を持ち、また、非線形固有値
問題に対しても線形固有値問題と同様のアルゴリズムで求解できる特徴を持つ。一方で、その性能は対象領域近
傍の固有値分布の影響を受ける。本研究課題では、非線形変数変換を用いて線形固有値問題を非線形化し、得ら
れた非線形固有値問題を非線形版の積分型固有値解法を用いて求解する手法を提案した。提案手法の性能の理論
解析を行うとともに、いくつかの実アプリケーションに対して開発手法を適用し提案方法の有効性を確認した

研究成果の概要（英文）：In this research, we developed a method for improving the performance of the
 quadrature-type parallel eigenvalue solver through nonlinear variable transformation. Compared to 
conventional sequential eigenvalue solvers, quadrature-eigenvalue solvers have high parallelism and 
can solve nonlinear eigenvalue problems with the same algorithm as linear eigenvalue problems. On 
the other hand, its performance is affected by the distribution of eigenvalues in the neighborhood 
of the target domain. We proposed a method to transform the linear eigenvalue problems to the 
corresponding nonlinear eigenvalue problems by using nonlinear variable transformations. The 
obtained nonlinear eigenvalue problem is solved using the nonlinear version of the quadrature-type 
eigenvalue solver. The performance of the proposed method is theoretically analyzed, and the 
effectiveness of the proposed method is confirmed by applying the developed method to several 
applications.

研究分野：数値解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題において、線形固有値問題を非線形固有値問題に帰着させて解くこれまでにない新規の方法論を提案
し、その手法の構築と評価を行ったことが学術的な意義である。大規模な固有値解析は、素粒子や原子核などの
基礎物理分野、ナノマテリアルやフォトニック結晶の応用物理分野、自動車・建築物の設計、新素材・デバイス
の開発、流体・振動解析、創薬、ネットワーク・データ解析など、幅広いシミュレーションでの応用がある。本
課題で開発・拡張を進めた超並列な固有値解法が活用されることで、幅広い分野の科学技術シミュレーション・
データ解析応用の発展に寄与する。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）学術的背景 
大規模な固有値解析は計算科学分野の各種応用分野の基盤的な位置付けにある。例えば、素粒
子や原子核などの基礎物理分野、ナノマテリアルやフォトニック結晶の応用物理分野、自動車・
建築物の設計、新素材・デバイスの開発、流体・振動解析、創薬、ネットワーク・データ解析な
ど、幅広いシミュレーションやデータ解析での応用がある。大規模なモデルやデータから現れる
固有値問題に対しての計算機によるシミュレーションは重要性が高く、超並列な固有値解法の
開発が望まれている。積分型固有値解法(Sakurai-Sugiura法、以下 SS法)[Sakurai, Sugiura, J. 
Comput. Appl. Math. 03]、[Asakura, Sakurai, Tadano, Ikegami, Kimura, Japan J. Indust. 
Appl. Math. 09] は超並列計算環境及び超大規模問題に対して高効率性能を発揮することから
その優位性が認められ、海外においても活発に研究が行われてきた[Tang, Polizzi, SIAM J. 
Matrix Anal. Appl. 14]。 
（２）研究課題の核心をなす学術的「問い」 
非線形固有値問題は構造解析や物性予測などの分野で現れ、その高性能な解法が求められて
いる。多くの場合、非線形固有値問題は離散化等を工夫することで問題を線形に帰着させる、あ
るいは多項式固有値問題のように多項式の次数に応じて大型化した線形の固有値問題として解
くことが一般的である。積分型の固有値解法である SS法は線形固有値問題の場合と同等の計算
コストで非線形固有値問題を直接求解できるという特徴を持ち、物理分野で成果をあげている
[Iwase, Futamura, Imakura, Sakurai, Ono, SC’17, 17]。効率的な非線形 SS法を用いること
で、データ解析分野で広く用いられる「線形問題の非線形化」が固有値問題の求解に対しても有
効となり得るかが本研究課題の核心をなす学術的問いとなる。 
（３）着想に至った経緯 
機械学習の分野においては、線形データに対して非線形カーネルを適用することでより高精
度な解析ができることが知られている。一方、非線形固有値問題では、その求解自体が非常に困
難であるという問題点から、離散化を工夫して問題を線形化して近似的に解くことが一般的で
あった。効率的な非線形固有値解法を基盤として、データ解析分野で成功を納めている「線形問
題の非線形化」というアイディアを固有値問題に組み込むことで、従来手法と全く異なる解法と
して確立する。 
（４）国内外の研究動向と本研究の位置付け 
本研究課題で着目する積分型並列固有値解法は、我々が世界に先駆けて開発を進めてきた手
法であり、その高並列性能から海外においても注目されており、理論研究のみならず、並列ソフ
トウェアの開発および実アプリケーション分野への適用など、多岐にわたる研究が活発に進め
られている。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では、非線形変数変換に基づく問題の非線形化による積分型固有値解法の高性能
化手法の開発を目的とする。また、実問題に対して提案手法を適用し性能評価を行う。本研究課
題を通して、線形問題の非線形化が固有値問題の求解に対しても有効となり得るかとの学術的
問いへの答えを見つける。積分型固有値解法(SS法)の計算対象は大きく分けると、 

i. 指定領域内部の固有値のみ 
ii. 指定領域内部の固有値と固有ベクトル(固有対) 
iii. 指定領域の固有値密度分布の計算 
である。積分型固有値解法である SS法は、周回積分に基づき対象の固有ベクトル成分を抽出す
るフィルタを形成し、指定領域内部の固有値を選択的に計算することができるが、指定領域外部
に固有値が密集していると精度が劣化する場合がある。各状況について、固有値分布を改善する
ことで SS法の性能を改善するような、非線形化手法(非線形変数変換)を考案する。 
本研究の特色は、積分による多項式フィルタを用いた先端的な固有値解法である SS 法の高い
並列性を維持したまま精度を向上することにある。独創的な点は、高性能な非線形固有値解法に
基づき非線形変数変換によって線形問題を敢えて非線形化することで SS 法の高性能化を目指
す点である。具体的には、変数変換によって固有空間成分を抽出するための良質なフィルタを構
成して計算量を低減する。クリロフ部分空間に基づく非定常多項式フィルタの特性は指定領域
の外部近傍における固有値に依存する。このため予想される結果として、考案した非線形変数変
換によって線形・非線形の各種固有値問題に対して多項式フィルタの特性を向上させて求解精
度も向上できるようになることが挙げられる。 
これまでは数値積分点数を増加させることで問題を解消していたアプローチとは異なり、積分
点数を大幅に低減させても精度を維持することができることが予想される。本研究では、指定領
域外部の固有値分布に従ってフィルタの特性を調整できるような変数変換を、個別の被積分関
数の性質に依らずに分類することで汎用的なアプローチを目指す。 



 

 

 
３．研究の方法 
本研究課題では、非線形変数変換に基づく問題の非線形化による積分型固有値解法の高性能化
手法の開発を目的とし、以下の項目について明らかにする。 
1) 非線形変数変換による固有値解析のための理論基盤 SS法の指定領域に応じて、対象とする

固有値問題の固有値分布を緩和することができるような固有値の非線形変数変換の理論基
盤について解明する。 

2) 数値計算における提案手法の理論的正当化 1 の非線形変数変換によってフィルタ特性が向
上することを理論的に明らかにし、非線形変数変換に基づき線形問題を敢えて非線形化す
る提案法が精度良く真の固有値を近似できることを示す。 

3) 実アプリケーションへの適用と性能の実証ナノマテリアルシミュレーション(オーダーN 密
度汎関数法)、および原子核シミュレーション(殻模型)等の実問題に対して従来法との性能
を比較することで提案手法の優位性を示す。 

 
上記の項目の実現のため、本研究課題で具体的に取り組んだ研究実施項目は以下の 5 点である。 
(1) 固有値問題の条件を改善するための非線形変数変換の考案 
(2) (1)の非線形変数変換を用いた SS法のアルゴリズム設計 
(3) (2)のアルゴリズムによるフィルタ特性および近似固有値の精度の理論解析 
(4) (3)のアルゴリズムの実装を行い、計算機実験によって従来法に比する優位性を評価 
(5) 実アプリケーションへの適用による提案法の実効性能に関する優位性を評価 
 
４．研究成果 
本研究課題では、非線形変数変換に基づく問題の非線形化による積分型固有値解法である SS
法の高性能化手法の開発のため、以下の項目について明らかにする研究に取り組んだ。1)非線形
変数変換による固有値解析のための理論基盤、2)数値計算における提案手法の理論的正当化、3)
実アプリケーションへの適用と性能の実証。 
本手法で帰着させる非線形固有値問題に対して複素モーメントを用いた固有値解法の理論解
析 Arnoldi型の解法の構築を進めた。また、解法において必要とされる線形方程式の解法につい
て、複数右辺ベクトルを持つシフト線形方程式に対する多項式前処理の有効性の検証や反復線
形ソルバを用いた性能検証を行った。本手法の適用対象の一つである特異値分解や低ランク近
似の応用として想定される次元削減法や非負値行列分解についても解法の開発やそのデータ解
析や深層学習への応用について研究を進めた。非線形変数変換後に現れる固有値問題に対して
効果的なパラメータを求めるため、確率的固有値分布推定法についての検討を進めた。本課題が
対象とする複素モーメント型の非線形固有値問題の解法の理論解析と性能向上に取り組むとと
もに、解法注で現れる複数右辺を持つ線形方程式のブロック形の解法の性能評価など、解法の基
盤部分について研究成果が得られた。また、課題の一つである実応用に向けた解法の改善のため、
特異値分解や低ランク近似が現れる応用についても適用し性能評価を実施した。 
複素モーメントを用いた固有値解法の理論解析と Arnoldi型の解法の構築を進めるとともに、
本手法の適用対象の一つである特異値分解や低ランク近似の応用として想定される次元削減法
や非負値行列分解について解法の開発を行った。大規模スパース行列に対して従来広く用いら
れている大規模スパース行列向けの解法と性能を比較し、高い性能が得られることが確認され
た。特に大規模スパース行列が現れるデータ解析や機械学習分野での利用を想定し、ソフトウェ
ア開発を進めた。本課題が対象とする複素モーメント型の非線形固有値問題の解法の理論解析
と性能向上に取り組んだ。また、課題の一つである実応用に向けた解法の開発を進め、データ解
析や機械学習で現れる大規模でスパースな行列の特異値分解での性能評価を行った。従来用い
られてきた大規模スパース行列の標準的な解法と比べ計算速度の改善が得られた。 
また、特にデータ解析、機械学習、グラフ解析などの分野での応用を想定し、大規模データ解
析で必要とされる次元削減で現れる固有値問題、およびスパースな大規模行列の特異値分解を
対象として手法開発を進めた。実応用に向けた解法の開発を進め、データ解析や機械学習で現れ
る大規模でスパースな行列の特異値分解での性能評価を行った。特に大規模スパース行列の特
定の範囲の特異値とそれに対応する特異ベクトルを求める問題において、非線形変換を用いた
固有値分布範囲の変換を適用することで、精度の改善とそれに伴う計算量の削減を達成した。 
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