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研究成果の概要（和文）：波動問題における選点法を用いた時間域の境界積分法(境界要素法)の安定性は長年研
究されておりながら未だに現実的な解決策が見出されていない難問である．本研究では，非線形固有値問題の解
法であるSakurai Sugiura法を用いて，時間域境界積分法の安定性を調べる方法を提案し，数値実験によって提
案手法の有用性を確認した．更に，同方法は積分方程式の解の精度に関する知見も与え，安定かつ高精度の積分
方程式を特定する上で有効であることを示した．合わせて安定性の高い時間域の3次元高速解法の開発や，形の
変わる領域におけるspace time法への適用も行い，良好な結果を得た．

研究成果の概要（英文）：Stability of time domain boundary integral methods for wave problems using 
collocation is a long standing tough problem which still remains open in spite of many efforts to 
solve it. This study proposes a method to investigate the stability of boundary integral methods in 
time domain using a solver of non-linear eigenvalue problems called the Sakurai Sugiura method.  We 
test the proposed method via numerical experiments.  It is found that the proposed method is 
effective not only in assessing the stability but in studying the accuracy of boundary integral 
formulations.  We also proposed a stable fast method in 3D  as well as a space-time method for 
variable domains, both of which turned out to be effective.

研究分野： 計算科学

キーワード： 波動方程式　境界積分法　安定性　櫻井杉浦法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
選点法を用いた時間域の境界積分法は，数値計算上の種々の利点を有する魅力的な解法でありながら，安定性に
関する確実な知見が得られていないために広く用いられるには至っていない．本研究は安定性の問題を研究する
ための新しい方法を提供するものであり，今後，時間域解法を実問題に適用してゆく上で有用なツールとなるこ
とが期待される．特に，本手法は安定性の問題を周波数域の積分方程式の固有値問題に帰着させることから直感
が効きやすく，安定性の高い積分方程式の定式化を得る上で有用であると考えられる．更に高精度の境界積分法
を得る上で有用であることも提案手法の大きな利点である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



 

 

様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
境界積分法(境界要素法)は無限領域における波動問題の偏微分方程式の数値計算法として非
常に有用である．特に周波数域の解法は，近年は高速解法の発展に伴って従来から問題視されて
きた計算効率の悪さも解消され，非常に実用性の高い数値計算法になった．一方，境界積分法に
よる波動問題の時間域解法も魅力的である．しかし時間域の境界積分法には長年の努力にもか
かわらず安定性の問題が未解決のままつきまとっている．安定性の証明のある算法もいくつか
知られてはいるが，実用性に問題がある．時間域の積分方程式に実用性の高い選点法を用いた場
合には，これまで経験的に Burton-Miller 法(以下 BM 法と呼ぶ)を用いた解法や超特異積分方
程式を用いたクラック問題の解法の安定性が高いことが知られてきた．しかしこれらの方法の
安定性は未だに経験的事実に過ぎず，その本質的な理解は進んでいなかった．要するに，どのよ
うにすれば時間域の境界積分法を安心して使えるかと言う問いに対する実用的かつ的確な答え
は存在しなかった． 
一方，我々は，ここ数年周波数域の波動問題において，開領域の固有振動数を決定する問題に
取り組んできた．通常固有振動数を求める対象は有界領域であり，開領域の固有値問題はあまり
研究されていない．しかし複素数の範囲では確かに開領域の固有振動数は存在し，散乱問題の解
の性質と密接に結びついている．積分方程式を用いた固有振動数の計算は非線形固有値問題に
帰着され，従来その数値計算は難しかったが，Sakurai Sugiura法の出現によって簡単に実行で
きるようになった．我々は，ポテンシャル論的な考察により，これらの固有値と時間域の積分方
程式の数値解の安定性に密接な関係があるのではないかと考えるに至った．以上が本研究開始
当初の背景である． 
 
２．研究の目的 
研究開始時に予想していた時間域の境界積分法の安定性のメカニズムは，大略次のようであ
る．まず離散化しない積分方程式を考える．時間域の積分方程式の安定性を決定するのは周波数
域の積分方程式の固有値（物理的には固有振動数．以下特性根と呼ぶことにする）の虚部の正負
であり，これが正になると時間域の積分方程式は不安定になる．標準的な境界値問題における周
波数域の積分方程式は，内部問題の固有値（実数）と外部問題の固有値（負の虚部を持つ複素数）
を持っている．外部問題を解くときには複素数の固有値が真の固有値であり，実数の固有値は物
理的な意味を持たない見かけの固有値である．真の固有値は変えられないのに対して，見かけの
固有値は積分方程式の定式化によって変化する．逆に内部問題を解くときは実数の固有値が真
の固有値であり，複素数の固有値が見かけの固有値であって，後者は積分方程式によって変わり
得る．いずれにせよ，離散化前の積分方程式自体には不安定性はない．さて，時間域の積分方程
式を時間方向に離散化するとき，特性根は周波数域の積分方程式と，時間方向の基底関数に依存
する特性方程式の根となり，Sakurai Sugiura 法で求めることができる．これらの特性根は離
散化前のそれに，離散化に伴う摂動が加わったものである．離散化前に下半面にあった複素数の
固有値は摂動が小さいうちは下半面に留まって不安定を引き起こすことはないが，実数の固有
値は摂動が固有値の虚部を正にするか負にするかで離散化された時間域の境界積分法を不安定
化または安定化するのではないか．以上が積分方程式による固有値問題の数値計算法の研究を
通して得られた時間域の積分方程式の不安定化のシナリオである． 
以上を踏まえて，本研究の第一の目的は，上記の安定性に関する予想を数値実験で確認するこ
とにより，時間域境界積分法の不安定化のシナリオの検証をおこなうことである．さらに可能で
あれば，時間域の境界積分法の安定性を固有値の立場から数学的に証明する方法を探求する．第
二の目的は，以上の研究を行うことによって安定性が担保された数値計算手法を種々の時間域
境界積分法の実装に反映させ，種々の高速解法や，応用問題，及び最近検討が始められた時空法
(space-time method)へ実装することである． 
 
３．研究の方法 
まず，2次元波動方程式の内，外部問題を考え，各種積分方程式と境界条件に対して長時間の
数値実験を行い，安定性に関する仮説の検証をおこなう．この際，できるだけ多くの境界形状に
対して数値実験を行って，安定性に関して有望な積分方程式を抽出する．また，時間方向に離散
化した積分方程式の特性根を求めるプログラムを Sakurai Sugiura 法を用いて実装する．この
際，まずは空間的離散化を解析的に取り扱える円形境界の場合を考え，得られた離散化積分方程
式の特性根を上記のように Sakurai Sugiura 法で求め，特性根の虚部の正負と数値解法の安定
性との関連がシナリオ通りであるか，数値実験により検証する．さらに，与えられた時間方向の
基底関数に対して，異なる積分方程式の選択が，解の安定性にどのような寄与をするか Sakurai 
Sugiura 法で決定した特性根の虚部の符号から検討する．次に，上記の研究内容を 3 次元問題
や，弾性波動問題などに拡張し，同様な結論が得られるか検討する．さらに，こうして安定性が
結論された数値解法を実用上興味深い 3 次元外部問題に適用し，補間法に基づいた高速解法の
実装を行って性能評価を行う．最後に，数値計算により安定性が示唆されたケースについて，算



 

 

法の安定性が理論的に示せないか検討する． 
 
４．研究成果 
(1) 2 次元円形領域において波動方程式の時間域境界積分法による解法の安定性について研究
を行った．まず，時間域の境界積分法の安定性の問題を周波数域の手法を使って非線形固有値問
題に帰着させる方法を考案し，Sakurai Sugiura法を用いた数値計算手法を開発した．この手法
を 2 次元円形境界上の種々のポテンシャルからなる積分方程式に適用し，時間方向に線形補間
を用いたときに数値計算が安定であるようなポテンシャルを特定した．これらを用いて外部
Dirichlet 問題の数値計算を行い，理論の予測と時間域の数値結果が一致することを確かめた．
また得られた安定性解析は，数値解の精度など，安定性以外の特性の理解にも有効であることを
示した．特に外部 Dirichlet問題では，BM 型定式化に一重層ポテンシャルの定数倍を加えた「付
加項を有する定式化」が安定性の面からも，精度の面からも特に良好であることが示された．次
に，得られた安定性解析手法を円形領域の内外における transmission問題に適用した．まず，
従来から知られている transmission問題の積分方程式を修正して，別途特定した「安定なポテ
ンシャル」のみを用いる形に変形した．時間域の数値計算の結果，周波数域において実数の見か
けの固有値を持たない積分方程式でも時間域では不安定なものが存在すること，「安定なポテン
シャル」を用いて修正した積分方程式を用いると安定な数値計算が可能であること，これらの結
果は提案する安定性解析の結果と一致することなどが分かった．さらに円形領域以外でも修正
した時間域積分方程式は安定な数値結果を与えることを示した．以上の検討では時間方向のみ
の半離散化を施した簡略化した安定性解析を用いたが，これを正当化するために空間方向の離
散化の影響を検討した．その結果，数値実験で使用した程度の空間方向の離散化においては，空
間方向を連続量とみなす安定性解析が有効であることが分かった．以上の結果を詳述した論文
①は Engineering Analysis with Boundary Element 誌に掲載された． 
 
(2) 2次元波動方程式において，上記(1)の結果を一般の境界形状に拡張した．具体的な内容は
次のようである．周波数域の安定性解析は，周波数域の積分方程式（すなわち Helmholtz方程式
の積分方程式）において，核関数を，Helmholtz方程式の基本解と時間方向の基底関数の Fourier
変換の積の項からなる無限級数に置き換えて，得られた積分方程式の固有値を求める問題に帰
着される．この方法の計算効率の良い実装として，本研究では引数（2点間の距離）に関する表
を作成して，これを補間することによって解析効率を確保した．また，核関数の特異性の強さは
対応する周波数域の積分方程式のそれと同じであることを示し，その係数を陽に求めた．固有値
の決定には Sakurai Sugiura 法を用いた．円形領域の場合について従来の解析と比較して精度
を検証した上で，一般的な形状に関する時間域積分方程式の安定性について検討した．扱った問
題は外部 Dirichlet問題，および transmission問題である．この結果，円形領域で安定と結論
された定式化は，検討した境界形状においてはいずれも安定であることがわかった． 
 
(3) 上記(1)の結果を 2次元弾性体の場合に拡張した．まず，BMの積分方程式の弾性体版を再考
し，従来行われているスカラーのカップリング定数ではなく，テンソルによってカップリングを
行う方法を検討した．この方法は透過境界条件とも関連しており，BM 法の自然な拡張となって
いる．数値実験により，弾性波動の場合にも波動方程式の場合とほぼ同じ結果が成り立つが，一
重層ポテンシャルの表面力や，二重層ポテンシャルのタイプの積分方程式の安定性については
若干の相違もあることがわかった．Transmission 問題についても，波動方程式の場合とほぼ同
一であることが結論された． 
 
(4) (1)の結果を 3次元波動方程式の場合に拡張した．この場合は，安定性に関して 2次元問題
と全く同じ結論が得られることがわかった．この結果を踏まえて，3 次元外部問題において，
Spline 補間に基づいた高速多重極法による数値解法を定式化し，数値実験を行った．この結果，
Burton-Miller 型の定式化が，優れた安定性を有していることが結論された．また，時間方向の
基底関数の次数と安定性の関係が検討され，理論による予想と概ね一致する結果が得られた． 
 
(5) 波動方程式の時間域積分方程式の安定性について理論的に検討した．ただし，高次元の場合
は非常に困難であったため，空間方向 1 次元の場合に考察を限定した．この結果，2，3 次元問
題では数値的に安定性が示された諸々のポテンシャルについて，それを核とする 1 次元問題の
積分方程式は時間方向に区分線形近似を使用した場合安定であることを証明することができた．
さらに，いわゆる space-time法の基礎的研究として，領域形状が時間方向に変化する場合を取
り上げ，片側の境界のみ音速より小さい一定の速度で外向きに移動するときの一重層ポテンシ
ャルの時間微分型の積分方程式について，その安定性を考察した．その結果，固定領域の場合と
同様な数値的安定性を証明することができた． 
 
(6) 従来の境界積分法では「境界要素法」の名前が示すように境界方向に要素を導入することが
常套手段であった．しかし空間方向の離散化の容易さから，空間方向に Nyström法を用いて離散
化する計算法が波動方程式においても魅力的であると考えられる．しかし，波動問題では解が空



 

 

間方向に滑らかであることは想定できず，多かれ少なかれ解の滑らかさに依存する Nyström 法
の検討，中でも時間域の算法の安定性の考察はあまり行われていないのが現状である．そこで，
本研究では 2次元波動方程式の積分方程式を離散化した際に，Alpert 型の Nyström法と，折線
タイプの境界要素と解析的積分を用いた従来の数値計算法とを比較し，Nyström法は従来法と同
様な安定性を有すること，精度面でも従来法と遜色のない結果が得られること等を示した． 
 

左図：時間微分一重層定式化     右図：付加項を有する定式化 
 

図は外部斉次 Dirichlet問題を Alpert 型の Nyström法で解いた結果であり，境界形状は単位
円，図の横軸は円周上の角度，縦軸は解の法線微分を種々の時間に対してプロットしたものであ
る．入射波は文献①でも用いた平滑化された時間線形平面波である．本研究で得られた安定性判
定法によれば，いずれの定式化も安定性は有しているが，時間微分一重層定式化は精度上の問題
があること，付加項を有する定式化は精度上の問題がないことが結論される．図に示した数値結
果は，これらの結論と一致しており，本研究で得られた理論の有用性を示している． 
 
(7)その他，得られた安定性の結果を踏まえた応用研究を 2,3行った．  
 

<引用文献> 
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element methods for the two dimensional wave equation in time domain revisited, 
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