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研究成果の概要（和文）：本研究では計算代数統計の方法の性能向上と実用化を目指して研究をおこなった。特
に焦点を当てた手法が、ホロノミック勾配法であり、統計学で必要とされる積分や領域確率の計算を有理式係数
の偏微分方程式を用いておこなう方法である。本研究では、無線通信方式に現れる複素ウィシャート分布などに
ついて、ホロノミック勾配法を用いた実用的な成果を得た。またチューブ法についても研究を進め、分散行列が
一般の場合のウィシャート分布の裾確率についての結果を得た。

研究成果の概要（英文）：In this project, we have conducted research on performance improvements and 
practical implementation of methods of algebraic statistics. In particular, we focused on the 
method, called the holonomic gradient method, which uses partial differential equations with 
rational function coefficients to compute various integrals and probabilities appearing in 
statistics. Using the holonomic gradient method, we obtained practical results on the complex 
Wishart distribution, which appears in wireless communication. We also studied the tube method and 
obtained result on the tail probability of Wishart distribution under general covariance matrices.

研究分野：統計科学

キーワード： 数理統計学　統計的推測　漸近理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ホロノミック勾配法は研究代表者が2010年頃に代数学者との共同研究の中から考案した新しい手法であり、統計
学で必要とされる計算を高速かつ高精度でおこなうことのできる手法である。この方法は、統計学と代数学の双
方で新たな研究テーマとなり、活発な研究が行われ、それ以前は困難と思われていたいくつかの数値計算が可能
となった。このような数値計算は、統計学にとどまらず様々な分野の計算に用いることができものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



１．研究開始当初の背景 
計算代数統計は 1990 年代の終わりに Bernd Sturmfels ら(引用文献①)によって開拓された

分野であるが、2000 年代に入り日本でも研究代表者の竹村を中心とするグループが研究を開始

した。計算代数統計は統計学と代数学の双方にまたがる分野であるために、数理統計学者の他に

日比孝之、高山信毅らの数学者が共同して研究進めた。そして計算代数統計の中心的な課題の一

つであるマルコフ基底とトーリックイデアルの研究で多くの成果を得た。その後この共同研究

の流れの中で、2010 年頃に研究代表者らが提案したホロノミック勾配法(引用文献②)は、非常

に有望な方法となった。ホロノミック勾配法の基礎となる理論はすでに数学者によって確立さ

れていたが、この理論は統計学ではそれまで全く知られていなかったため、この方法に基づいて

統計学における標本分布論を見なすと、非常に多くの確率分布族がこの方法で扱えることがわ

かった。 

そこで、研究代表者は「計算代数統計による統計と関連数学領域の革新」というタイトルの基

盤研究(S)を申請し、2013 年から 2018 年の 5 年間のプロジェクトとして採択された(2019 年ま

で延長)。この基盤研究ではホロノミック勾配法をさまざまな統計学の問題に適用し、多くの研

究成果を得た。この基盤研究の成果に基づき、本研究は「計算代数統計の方法の性能向上と実用

化の推進」と題して、主にホロノミック勾配法の性能の向上と実用化について研究することとし

た。ホロノミック勾配法は一般的な方法であり、統計学に現れる多変量正規分布の密度関数など

がホロノミック関数であることから、ホロノミック関数の満たす偏微分方程式の代数的な操作

により、数値計算可能な結果が得られることが理論的に保証されている。しかしながら、代数的

な操作はしばしば非常に重くなり、個別の課題について様々な工夫が必要であることがわかっ

てきていた。 

 
 
２．研究の目的 
 本研究では、ホロノミック勾配法を用いる際に生じる以下のような一般的な課題を個別の問

題について解決することを目的とした。a) 初期点の選択、b) 積分経路の選択、c) 方程式系に特

異点がある場合の処理、d) 積分領域の境界に近づく時の漸近近似との整合性。ホロノミック勾

配法の安定的な活用のためには、これらの問題の解決が必要とされている。これらについて図 1

に基づいて説明する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1: ホロノミック勾配法の研究マップ 
 
ホロノミック勾配法は、微分方程式系を数値積分によって解くための初期値を必要とする。求

めたい関数及びその偏導関数は、引数を原点の付近にとり、関数の無限級数展開で求めることが



多い。しかし、実際に関数値を求めたいのは、原点からかなり離れた点であることが多い。この

場合、積分路をどのようにとるかが一つの問題となる。通常は与えられた座標系で、初期点から

目的点まで直線で進むことが多いが、直線上では例えば偏微分の絶対値が非常に大きくなるよ

うな場合には、そのような点を迂回するような積分路を用いる必要がある。 

 またホロノミック勾配法に特有の問題点として、微分方程式の分母が 0 となる特異点が現れ

ることがある。これは、求める関数にはそのような特異点がない場合でも見られる。その場合に

は特異点を飛び越す工夫が必要となる。さらに、関数を評価する点が原点から非常に遠くなる場

合には、数値積分の誤差が累積する可能性が高くなるため、理論的に関数の漸近的な挙動を確定

しておき、その漸近値と比較して誤差を制御することも必要である。数理統計学においては、さ

まざまな漸近理論が研究されている。研究代表者が長年携わってきたチューブ法もそのような

理論の一つで、確率分布の裾確率を近似する手法であり、これは累積分布関数の引数が無限に発

散する時の挙動を示し、ホロノミック法の誤差評価にも使うことができる。 
 
 
３．研究の方法 

 上の研究の目的にあげた 4つの課題の難易度は、個別の課題によって異なる。初期値の選択に

おいては関数の無限級数展開の収束を早めるなどの工夫を施す必要がある。例えばゾーナル多

項式を用いた行列変数の超幾何関数の無限級数の計算のためには、ゾーナル多項式の計算のア

ルゴリズムを工夫する必要がある。また次元が高い場合に偏微分方程式系が非常に複雑となる

場合には、少数の変数についてのみホロノミック法を適用し、他の変数については他の方法と組

み合わせるなどの工夫も必要となる。積分路の選択の問題に関連して、原点から遠ざかるにつれ

て目的する関数のスケールを変換する工夫も必要である。特に漸近的な挙動が理論的に求まっ

ているような場合には、漸近的な値で割ることによって関数の値の大きさを制御することも有

効である。これらの工夫を、さまざまな問題に適用することによって、研究を進めてきた。 

 

４．研究成果 

本研究からは、以下のような成果が得られた。 

(1) 無線通信分野の統計的性能評価 

無線通信分野で特に MIMO と呼ばれる多入力多出力のシステムでは、信号の分布を表すモデ

ルとして複素ウィシャート分布が現れる。特に複素ウィシャート分布の最大根が通信の性

能を表す指標となるため、最大根の分布が研究されている。文献①では非心行列のランクが

1の場合に、複素ウィシャート行列の累積分布関数のホロノミック法による計算法を与えた。

非心行列のランクが 1 という特殊な場合ではあるが、ウィシャート行列の次元は任意であ

る。この場合にホロノミック法のみを用いて累積分布関数を計算しようとすると、結果は次

元に依存し、次元が高くなるにつれて結果が複雑となる。そこで、累積分布関数を変形分離

して、スカラーである非心度を引数とする 1変数のホロノミック関数を分離し、この部分の

みにホロノミック勾配法を適用することにより、実用的な計算方式を得た。 

(2) 分散不均一の場合のチューブ法 

研究代表者は、栗木哲氏や Jonathan Taylor 氏らとともに、長い間チューブ法により確率

分布の裾確率の近似を研究してきた。これまでのチューブ法の研究は、正規確率場の分散が

一定の場合についてのものであり、分散が不均一の場合への一般化は長い間の課題となっ

ていた。ウィシャート行列について述べれば、正規確率場の分散が一定の場合とは、ウィシ



ャート行列の分散共分散行列が単位行列の場合に対応する。文献②では、チューブ法を初め

て分散不均一の場合に拡張した。分散が不均一になると、チューブの半径も複雑な形で変化

し、結果の導出には長い時間を要した。ウィシャート分布については、この結果は分散行列

が一般の場合の最大根の分布を与えるものであり、ホロノミック法の結果との比較にも使

え得るものである。 

(3) 行列変数の超幾何関数のためのホロノミック勾配法 

行列変数の超幾何関数は、多変量正規分布に基づく基本的な標本分布に現れる重要な関数

である。行列変数の超幾何関数は 1955 年に C.S.Herz により積分の形で定義されたが、その

後 1960年代にはゾーナル多項式を含む無限級数が A.T.James や A.G.Constantine より導出さ

れ、無限級数表現自体が定義と考えられるようになっていた。ゾーナル多項式の定義は群の表

現論に基づく美しいものであったが、実際の数値計算は非常な困難を伴うものであった。その

後 1970 年に R.J.Muirhead(引用文献③)により 1F1 及び 2F1 の満たす偏微分方程式が導出され

たが、微分方程式を実際に数値的に解くことはなされていなかった。この状況を打開したのが

2013 年の 1F1へのホロノミック勾配法の適用であった(引用文献④)。そして、2018 年にはこ

れを 2F1 に拡張することに成功した(文献③)。2F1 に対するホロノミック勾配法は、二つの自

由度や分散共分散行列があまり極端な値をとらない場合には、速度の面でも精度の面でも、実

用的に動くことが確認された。 

(4) 分割表の対立仮説のもとでの条件つき分布として現れる A-分布 

A-分布については、マルコフ基底は研究されていたが、正規化定数自体の研究は皆無であっ

た。正規化定数の計算には、計算代数分野で最近多くのブレークスルーをもたらしている手法

である Macaulay 型行列を活用して、効率的実行アルゴリズムを与えた(文献④)。以上の計算

手法を基礎として、A-分布の条件付き最尤推定問題の可解条件およびホロノミック勾配法に

よる解法を与えた。これによりモンテカルロ法や漸近理論が機能しない領域での計算が可能

となった。 
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