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研究成果の概要（和文）：　全空間における圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式の初期値問題では、拡散波
動現象を明らかにした。また、この方程式では、音速がゼロの場合を考察し、ソボレフ空間、臨界 Besov 空
間、最大正則性の枠組みで定数平衡状態の安定性を示した。２次元全空間における Navier-Stokes 及び双曲型 
Navier-Stokes 方程式の初期値問題では、解の時空間における L2有界性を証明した。 また、双曲型 
Navier-Stokes 方程式では外部領域と摂動半空間の場合に、解の局所エネルギー減衰評価を示した。

研究成果の概要（英文）： The purpose of this study is to investigate the existence of global 
solutions and its asymptotic behavior for the compressible Naver-Stokes equations, compressible 
Navier-Stokes-Korteweg equations, and hyperbolic Navier-Stokes equations. The objective is to 
mathematically clarify the wave and diffusion phenomena that appear in the flow.
　 In the initial value problem of the compressible Navier-Stokes-Korteweg equations, we clarified 
the diffusion wave phenomenon. In this system, we considered the case of zero speed of sound and 
showed the stability of the constant equilibrium state in the framework of Sobolev spaces, critical 
Besov spaces and maximal regularity. In the initial value problem of the Navier-Stokes equations,  
we proved the space-time L2 boundedness of the solutions. We also showed the local energy decay 
estimates of the solutions to the hyperbolic Navier-Stokes equations in the exterior domain and the 
perturbed half-space.

研究分野：数物系科学

キーワード： Navier-Stokes 方程式　2相流相転移モデル　双曲型 Navier-Stokes 方程式　圧縮性 Navier-Stokes 方
程式　消散項付波動方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式は、 蒸気と液体の２相流で、相転移境界が薄い遷移ゾーンとして見な
されるモデル方程式として提唱されている。
この方程式の圧力項は非単調増加関数であるため、 定数平衡状態の安定性を議論する場合、音速がゼロの場合
の考察が必要である。本研究で、その初期値問題が初めて考察され、安定性が示されたことは学術的意義があ
る。  双曲型 Navier-Stokes 方程式は、 斉次非圧縮性 Maxwell 流体のモデル方程式として提唱されている。
本研究で、初期値境界値問題が初めて考察され、局所エネルギー減衰評価が得られたことは学術的意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式は, J. D. Van der Waals により２相流等の場合、

相転移境界は密度の急勾配によって薄い遷移層と見なされることが提唱され、その後、 D. J. 

Korteweg によってそのモデル方程式が提唱された。近年その初期値問題が盛んに研究される様

になり、R. Danchin 等により小さい初期値に対する時間大域解の唯一存在が示されている。 

非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式は、斉次非圧縮性 Maxwell 流体の運動の記述として

提唱されている。非圧縮性粘性流の基礎方程式として知られる古典的非圧縮性 Navier-Stokes 

方程式は Fourier 則によって導出される。このFourier 則をCattaneo 則に置き換えた方程式

が非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式である。具体的には、非圧縮性 Navier-Stokes 方程

式に現れる変形テンソルを時間遅延した変形テンソルに置き換えたものであり、遅延時間パラ

メータを Taylor 展開した第一近似として表現された方程式である。 O. Ladyzhenskaya は２

次元有界領域の初期値境界値問題の場合に時間大域的な弱解の存在を示した。 一般次元の場合

は R. Racke  and J. Saal  等によって初期値問題および半空間の初期値境界値問題の場合

に、 小さい初期値に対する時間大域強解の一意存在が示されている。 

圧縮性 Naver-Stokes 方程式と非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式の解の構造において、

前者の線形近似は非圧縮性 Stokes 方程式と線形粘性弾性体方程式であり、 後者はソレノイダ

ルベクトル場における消散項付波動方程式である。拡散項と波動項の相互作用が異なるため、粘

性流体方程式系の解の拡散現象と波動現象を知るためには、解の時間無限における漸近挙動の

数学解析は重要課題である。特に、 物理的に重要な様々な領域での研究結果は申請者の知る限

りほとんどないため、今後の大きな研究課題である。 

 
２．研究の目的 
これまでの圧縮性 Naver-Stokes 方程式の定数平衡状態の安定性の研究から、初期値問題の場

合、解は拡散項、拡散波動項、非線形項を含む高減衰項の３つに漸近的に分類されることがわ

かっている。Lp (p>2) 空間で測ると第一近似は拡散項で Stokes 方程式の初期値問題の解の速

度場となる。拡散波動項は線形粘性弾性体方程式、つまり強消散項付きの波動方程式であり、

流体の密度部分がこれに相当し、拡散項より早く減衰する。一方、Lp (p<2) 空間で測るとこの

事実は逆転し、拡散波動項が第一近似となる。特に、解の L1 評価は時間に関して増大する。

これらの事実は、線形粘性弾性体方程式が持つ双曲型の特徴である広い意味での Huygens の原

理によるものである。外部領域の初期値境界値問題の場合は、線形化方程式の解の表示式がな

いため困難が生じる。この場合は、境界近くの局所エネルギー減衰評価を導きこれを利用する

ことで解の拡散波動を示す減衰評価は申請者により得られている。しかし、解の減衰評価また

は増大評価が示されているだけで、 拡散項や拡散波動項の抽出までには至っていない。また全

空間の場合でも、定数平衡状態近くの定常解の安定性や圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程

式の初期値問題ではこれらの問題は未解決である。 

そのため, 圧縮性 Naver-Stokes 方程式と圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式では 

・初期値問題で、定数平衡状態近くの圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式の解の漸近挙動

を研究し、拡散項や拡散波動項の抽出を行うことで広い意味での Huygens の原理を明らかにす

る 

・初期値問題で、 圧縮性 Navier-Stokes 方程式の定数平衡状態近くの定常解の安定性を研究

し、厳密な解の減衰評価を導く 



・外部領域における初期値境界値問題で定数平衡状態近くの圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 

方程式の解の漸近挙動を研究し、 広い意味での Huygens の原理を明らかにする 

ことが目的である。また、非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式では、外部領域における初期

値境界値問題と摂動半空間における初期値境界値問題に焦点を絞り 

・小さい初期値に対する時間大域的な強解の一意存在  

・解の時間に関する漸近挙動  

・遅延時間パラメータに関するゼロ近似極限  

を数学的に明らかにすることが目的である。 
 
３．研究の方法 
本研究を遂行するためには、偏微分方程式論、函数解析学、実解析学等を含め最新の結果や

手法を常に研究し、情報交換することが必要である。そのために、国内では毎年研究集会、

「非線型の諸問題」、「若手のための偏微分方程式と数学解析」の企画開催、京都大学数理解

析研究所で行われる偏微分方程式の研究集会、「九州における偏微分方程式研究集会」、各種

の解析セミナー、 海外で行われる偏微分方程式の研究集会等に参加し情報収集を行う。また、

筑波大学の久保徹隆氏とはこれまで非圧縮性 Navier-Stokes 方程式に関する共同研究を行なっ

て来ており、局所エネルギー減衰評価の手法にも精通しているため、研究打ち合わせを行い進

める。 

・ 全空間における圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式の解の漸近挙動を研究し、拡散項や

拡散波動項の抽出を行う 

・ 外部領域における圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式と外部領域、摂動半空間における

非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式の線形化方程式のレゾルベン問題から考察し、境界近く

の局所的レゾルベント評価を導くことで、その線形化方程式から生成される半群の局所エネル

ギー減衰評価を導く 

・ 全空間における圧縮性 Navier-Stokes 方程式の線形化方程式のレゾルベント問題に着手

し、定常解の安定性について考察する 

・ 外部領域における圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式と、外部領域および摂動半空間に

おける消散項付波動方程式の半群の局所エネルギー評価を導き、全空間における解の Lp-Lq 評

価と cutoff テクニックを用いてることで線形化方程式の解の Lp-Lq 評価を導く 

・ 非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式の外部領域における初期値境界値問題と摂動半空間

における初期値境界値問題で、小さい初期値に対する時間大域強解の一意存在と解の時間に関

する漸近挙動存在を考察、さらに遅延時間パラメータに関するゼロ近似極限の研究を行う 

 
４．研究成果 

(1) 非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 方程式では外部領域と摂動半空間における初期値境界値問

題を考察し、線形化方程式の解の局所エネルギー減衰評価を示した。この線形化方程式は、ソ

レノイダルベクトル場における摩擦項付波動方程式である。これまで、外部領域における摩擦

項付波動方程式の初期値境界値問題では、解の局所エネルギー減衰評価が知られていたが、ソ

レノイダルベクトル場において初めて得られた結果である。特に、摂動半空間における初期値

境界値問題では、外部領域における初期値境界値問題より良い評価が得られることがわかっ

た。 

(2) 全空間における圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式の初期値問題では、定数平衡状態

の安定性について研究し、解の時間無限における漸近挙動の詳細な結果を得ることに成功し



た。特に、漸近挙動として拡散項や拡散波動項の抽出に成功した。これらの事実は、線形粘性

弾性体方程式が持つ双曲型の特徴である広い意味での Huygens の原理を明らかにしたものであ

る。 

(3) 圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方程式では、相転移を記述するための圧力項は非単調増

加関数でなければならない。したがって、全空間における初期値問題において、音速がゼロの

場合も考察し、ソボレフ空間、臨界 Besov 空間、最大正則性の枠組みで定数平衡状態の安定性

と解の漸近挙動の詳細な結果を得ることに成功した。特に、音速がゼロの場合を含む結果は、

有界領域における初期値境界値問題では知られていたが、非有界領域の場合は初めての結果で

ある。 

(4) ２次元全空間における非圧縮性 Navier-Stokes 方程式や非圧縮性双曲型 Navier-Stokes 

方程式の初期値問題では、その線形化方程式の解の時間に関する減衰レートが弱いため、解は

時空間における L2 空間に属することは知られていなかった。一般的なエネルギー法の立場か

らも、解が時空間における L2 空間に属することと、これらの減衰レートを得ることは互換で

あるため重要である。我々は、ソレノイダルベクトル場における共役不等式と非線形項の div-

curl 構造を利用することで、可積分空間かつ２乗可積分空間に属する小さい初期値に対して、

解は時空間における L2空間 に属することを証明した。 

(5) ２次元全空間における圧縮性 Navier-Stokes 方程式と圧縮性 Navier-Stokes-Korteweg 方

程式の初期値問題では、密度場の線形化方程式は線形粘性弾性体方程式である。我々は、

Morawetz の方法を用いたエネルギー法と Fefferman-Stein の不等式 を用いることで、初期値

がハーディ空間に属せば解は時空間における L2 空間に属することを証明した。結果として、

非線形問題でも、初期値に小ささを仮定すれば、密度場に対して拡散波動効果が得られること

を証明した。 
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