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研究成果の概要（和文）：大きなパラメータを持つガウスの超幾何微分方程式のWKB解のボレル和と古典的超幾
何関数の関係を明らかにした．併せて超幾何微分方程式に含まれるパラメータに関するストークス現象が記述で
きることを示した．応用として，超幾何関数の大きなパラメータに関する漸近展開公式を一般的な形で得た．こ
の研究では超幾何微分方程式のヴォロス係数の具体的表示を得ることが鍵となっている．ヴォロス係数に関して
は，ガウスの超幾何微分方程式を含む系列として得られている一般化超幾何微分方程式についても，原点及び無
限遠点では具体的表示を得た．これらの表示が一般化超幾何微分方程式の退化図式と整合する退化構造を持つこ
とを明らかにした．

研究成果の概要（英文）：The relation between the Borel sum of WKB solutions to the Gauss 
hypergeometric differential equation and the hypergeometric function is obtained. This result 
contains the description of the parametric Stokes phenomena for the WKB solutions to the equation. 
As an application, we obtained the asymptotic expansion formulas for the hypergeometric function 
with respect to the large parameter. Computation of the Voros coefficients of the hypergeometric 
differential equation is the key for this research. The explicit forms of the Voros coefficients for
 the generalized hypergeometric differential equation are also obtained for the origin and for the 
infinity. These expressions are compatible with the degeneration diagrams of the generalized 
hypergeometric differential equations.

研究分野：解析学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
完全WKB解析は三十余前に始まり，多くの成果を挙げつつ発展してきたが，最近になりさらに多くの分野との結
びつきが明らかになり，注目を浴びつつある．本研究で得られた成果は，完全WKB解析と古典解析の橋渡しを与
えるという学術的意義を持つ．完全WKB解析の強みは，WKB解のボレル和を用いた関数の大域解析であるが，実際
の問題に応用する際には古典的な解析関数との関係を明らかにする必要が生じる．本研究で与えた結果は，超幾
何関数について，この部分を明らかにしている．併せて得られた超幾何関数の漸近展開公式は，将来的に公式集
に含まれ，多くの応用で重要な役割を果たすことを期待している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　C̶１９、F̶１９、Z̶１９（共通）

１．研究開始当初の背景
(1) 本研究は完全WKB解析および関連する解析手法に基づいている．完全WKB解析は，大きなパラメータま
たはその逆数として小さなパラメータをもつ関数方程式の解の大域解析に有効な方法として近年注目を集めてい
る．WKBの名称は量子力学の黎明期に Schrödinger方程式の近似解としてWentzel，Kramers，Brillouinの 3名
が用いた解析方法に由来する．未知関数の対数微分が満たす Riccati型方程式の Planck定数の冪による展開をも
つ形式解の初項及び第 2項を用いた近似解を用いて解の接続を論じ，Bohr-Sommerfeld の量子化条件を導出した．
彼らの研究成果はその後の量子力学の発展の礎となった．ここで用いられた近似解の項を無限に増やした形式的
冪級数解を考えると，それは一般に発散してしまうことが知られていた．そこで，その意味付けをいかに考える
かという問題が長年にわたり論じられたが，明確な答が得られないままであった．その解決策として，形式的冪
級数解およびそのボレル和を用いた解析方法を見出したのが A. Voros，J. Ecalle，H. Silverstoneである（引用文
献 1⃝， 3⃝， 4⃝）．これらの研究を代数解析学の手法と結びつけてその本質を明らかにし，さらに発展させたのが
F. Pham（引用文献 2⃝），M. Sato，T. Kawai，Y. Takeiおよび報告者であり，従来のWKB解析と区別して完全
WKB解析の呼称が与えられた．
（2）完全WKB解析の開始当初に得られた大きな成果として 2階 Fuchs型線形上微分方程式のモノドロミー行列
計算が挙げられる．確定特異点の個数が 4以上の場合に古典解析の手法では一般的にモノドロミー行列は計算不
可能とされてきた．完全WKB解析を用いると，具体的に与えられた方程式に対して一般的な仮定の下で Stokes

曲線の描画ができればモノドロミー行列が計算できることが分かった．その後，完全WKB解析は高階線形常微
分方程式，Painlevé方程式およびその高階化などへの応用が研究され，様々な成果を挙げてきた．これらの研究
では基本的にWKB解，すなわち大きなパラメータの逆数で展開される形式的冪級数解およびその Borel和を用
いている．一方で，微分方程式の解としては特殊関数など，古典的によく知られたものが数多くある．これらの
解析関数解とWKB解の Borel和の関係に注目したのが報告者による科研費研究課題「パラメトリック・ストー
クス現象の代数解析」（2014∼2017）である．この研究においては超幾何微分方程式の原点で規格化されたWKB

解と古典的超幾何関数の関係を明らかにした．この研究では Voros係数と呼ばれる不変量の導出が重要な役割を
果たしているが，その計算において形式的な無限階微分作用素が大きな役割を果たした．本研究はこれらを背景
として始められた．
２．研究の目的
本研究課題の申請時における研究目的は，主なものとして

(1) 超幾何微分方程式および合流型超幾何微分方程式のWKB解のボレル和と超幾何関数・合流型超幾何関数の
標準的解の対応関係の記述

(2) Heun方程式および合流型 Heun方程式の解析的解とWKB解のボレル和の対応関係の記述

(3) 一般超幾何関数、多変数超幾何関数の完全WKB解析

が挙げられた．また，(1)，(3)と関わりの深い無限階微分作用素などの理論整備も関連する研究目的として設定さ
れた．
３．研究の方法
研究対象とする微分方程式のWKB解の規格化（積分端点の選択）のうち，確定特異点での規格化，および単純
変わり点での規格化が研究上重要である．前者はWKB解の Borel和と解析関数解との関係を付けるのに便利で
あり，後者は Borel和の解析接続に用いられる．両者を結びつけるのがVoros係数である．Voros係数の具体的表
示を得ることが研究目的に到達するために重要である．超幾何微分方程式および合流超幾何微分方程式に関して
は，前研究課題において概ね結果が得られていたので，第一の目的に関してはWKB解の Borel和の分枝の精密
な解析を行った．第三の目的については，一般化超幾何微分方程式に対する昇降演算子を活用して Voros係数の
計算を行った．第二の目的に対してはHeun方程式に対する昇降演算子の存在が不明であるので，その存在の有無
および昇降演算子に変わる手段を模索した．無限解微分作用素に関しては，位数を与えた整関数の空間に作用す
るものの特徴付けを係数の増大度評価から行った．



４．研究成果
研究目的で挙げた項目 (1)，(3)については概ね目標に到達したといえる結果が得られた．関連する無限階微分
作用素の基礎理論等に関してもいくつかの結果が得られた．主なものは以下の通りである．

(1) 超幾何微分方程式・合流型超幾何微分方程式のWKB解と超幾何関数・合流超幾何関数の関係の解明
Gaussの超幾何微分方程式

x(1− x)
d2w

dx2
+ (c− (a+ b+ 1)x)

dw

dx
− abw = 0.

の固有パラメータに大きなパラメータ ηを a = α0 + αη, b = β0 + βη, c = γ0 + γη の形で入れたものを考察
する．0 < α < γ < β とする．単純変わり点で規格化されたWKB解のうち原点で劣勢なものを φ+ とし，
境界上に原点がある適当なストークス領域における Borel和（およびその解析接続）を Φ+(x, η)とすると，
原点の近傍で

2F1(a, b, c;x) =
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2Γ(a)Γ(b)Γ(c− a)
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πi
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が成り立つ．ここで 2F1(a, b, c;x)は超幾何関数，Γはガンマ関数である．独立解についても類似の表示が得
られた．また，パラメータ空間における余次元 1の例外集合を除いた他の連結成分にたいしても同様の結果
が成り立つ．Borel和を φ+で置き替えた式は，超幾何関数の η → ∞における漸近展開を与える．WKB解
のパラメータに関する Stokes現象を記述する公式から超幾何関数のパラメータに関する Stokes現象も明ら
かになった．

(2) 一般化超幾何微分方程式の原点および無限遠点における Voros係数の具体形導出
一般化超幾何微分方程式とは，一般化超幾何級数

NFN−1

(
a

b
;x

)
=

∞∑
k=0

(a1)k(a2)k · · · (aN )k
(b1)k(b2)k · · · (bN−1)kk!

xk

が満たす微分方程式 N−1∏
j=1

(ϑx + bj)

 ∂x −

(
N∏
i=1

(ϑx + ai)

)w = 0.

を指す．この方程式に含まれるパラメータに大きなパラメータ ηを ai = ai,0 + ai,1η (i = 1, 2, . . . , N), bj =

bj,0 + bj,1η (j = 1, 2, . . . , N − 1), として導入すると Gaussの超幾何微分方程式（N = 2に当たる）の場合
に類似して特異点と (j, k)型変わり点に関する Voros係数を定義できる．原点および無限遠点の Voros係数
について具体的表示を得た．例えば，原点の Voros係数は次で求められた：
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2
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ただし，各項は
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などで与えられる．また Bℓ(z)は Bernoulli多項式である．この結果は，一般化超幾何級数 pFq が満たす微
分方程式に対しても拡張され，類似の結果が得られた．さらに，これらの Voros係数の表示が一般超幾何微
分方程式の退化図式と整合していることも確かめられた．



(3) 位数を与えた整関数の空間における連続線型作用素の特徴付け
1変数整関数 f で位数 p > 0かつ τ > 0に対して

∥f∥p.τ := sup
z∈C

|f(z)| exp(−τ |z|p) < ∞

を満たすもの全体をAp,τ とする．これは上のノルムによりBanach空間となる．Ap,τ の τ > 0についての帰
納極限を Apで表す．Apにおける連続線型写像 F は，整関数を係数とする無限解微分作用素 P =

∞∑
k=0

ak∂
k
z

で次の評価を満たすもので表される：任意の ε > 0に対して B > 0，C > 0が存在して

|ak(z)| ≤ C
εk

k!1/q
exp(B|z|p) (k = 0, 1, 2, . . . ).

ただし，1/p+ 1/q = 1，∂z = d/dzとする．逆に，このような無限階微分作用素は Apに連続線型作用素と
して働く．Ap,τ の τ > 0に関する射影極限（minimal type）に対しても類似の結果が得られる．さらに，多
変数への拡張も同様に得られる．また，位数の代わりに proximate orderをもちいても定式化ができること
も分かった．

(4) Airy方程式に対する Vorosの接続公式の初等的証明とその一般化
Airyの微分方程式のWKB解に対する Vorosの接続公式は，完全WKB解析における基本定理である．従
来の証明はWKB解の Borel変換を超幾何関数で表して，その接続公式を用いるというものであった．当研
究課題の研究成果 (1)では，完全WKB解析を超幾何微分方程式に対して適用している．超幾何関数の接続
公式は古典理論であり，それを完全WKB解析の基礎付けに用いることは問題無いが，できることならば超
幾何関数を用いずに証明したい，と考えるのは自然である．このような問題意識から出発して，超幾何微分
方程式のWKB解の Borel変換が代数関数であることに着目して，代数関数の接続問題を初等的に解くこと
によりAiryの微分方程式のWKB解に対するVorosの接続公式を証明した．この結果はAiry関数を 2変数
に一般化した Pearcey積分が満たすホロノミック系に対して類似の形で成り立つことが示された．
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