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研究成果の概要（和文）：　弱いselectivityに関して研究し、Rudin-Keisler順序で非有界イデアルの上に
nowhere P-pointイデアルが存在すること、Ｐκλの濃度がλならば、このイデアルはweak Q-pointであること
を示した。また、local P-pointであることは、あるタイプのイデアルを含まないことと同値であることも示し
た。
　その上でsup-関数が1対1であるようなＰκλの定常部分集合について、その存在を導く組合せ論的原理を定義
し、そのような集合が存在する強制モデルと存在しない強制モデルを構成した。また、非定常イデアルの制限の
飽和度との関係も明らかにした。

研究成果の概要（英文）： We study weak notions of selectivity and show that a nowher P-point exists 
above the bounded ideal in the Rudin-Keisler ordering. It is also proved that an ideal is not a 
local P-point if and only if it includes a certain type of ideals.
 About a stationary subet of P_{¥kappa}¥lambda on which the sup-function is one-to-one, we define a 
combinatorial principle which implies the existence of such a set and construct the forcing models 
where it exists and it does not exist. Relations between the saturation of the restriction of the 
non-stationary ideal and the existence of such a set is turned out.  

研究分野： 公理的集合論、特に巨大基数と無限組合せ論

キーワード： Pκλ　イデアル　P-point　Q-point　selective ideal　sup-関数　定常集合

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
正則基数κ上のイデアルの構造的性質に関しては、既に1980年代に詳しく調べられていたが、Pκλ上のイデア
ルについては、過去2回の助成研究以前は殆ど結果らしいものはなかった。前々回で基本概念を定義し、強い
selectivityに関しては前回の研究でかなりの事を明らかにできたが、弱いselectivityに関しては、手が付けら
れていなかった。今回、突破口となる結果がいくつか得られ、今後の進展に寄与すると思われる。
前回、多くの結果はsup-関数が1対1という仮定の下で得られていたが、そのような定常集合の存在について、無
矛盾性の強さも含めて多数の事実を明らかにできたのは、高く評価されると自負している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 正則基数κ上のイデアルの構造的性質（structural properties）は 1980 年代に詳しく調べられ
た（Baumgartner-Taylor-Wagon、[BTW] 1982）。しかし、 λ上のイデアルについては長らく
進展がなかった。本研究と同じ研究組織で行った平成 24 年度～平成 26 年度（「巨大基数を指向
しない λ上のイデアル論」）及び、平成 27 年度～平成 29 年度助成研究（「 λ上のイデアルの構
造理論」）において基本的概念を定義し、非有界及び非定常という自然なイデアル間の関係のい
くつかを明らかにした。さらに、Ulam イデアルに相当するイデアルを λ上に定義し、剛性
（rigidity）に関する結果を得た。とは言え、κ上に比べると、未知な部分は余りに多い。特に、
local P-points、local Q-points 等の弱い selectivity に関しては手つかずの状態であった。 
 
２．研究の目的 
 λ上のイデアルの構造的性質を、特に local な性質に力点を置いて詳しく調べていく。また、
これまで得た結果には、「sup－関数が 1 対 1」と仮定されている場合が多いが、どのような場合
sup－関数が 1 対 1 となるか、無矛盾性の強さも含めて考察する。研究過程で、 λの組合せ論
に残された難問（非有界イデアルが関係する）を解決する手がかりを見つける。 
 
３．研究の方法 
 指標となるκ上の結果（［BTW］）を参考にし、 λ上の local P-point、local Q-point、イデアル
間の Rudin-Keisler 順序、及び sup－関数が 1 対 1 となる定常集合の存在に考察の対象をしぼ
って研究を進めていった。 
 
４．研究成果 
 本研究の舞台である λとは、濃度がκ未満であるλの部分集合の全体{ ⊂ λ: | | < κ}である。こ
こで、κは正則基数、λはκ以上の基数である。 λの濃度をλ で、最小のイデアルである非有界
イデアルをIκ,λ、最小の正規イデアルである非定常イデアルをNSκ,λで表す。 
（1）Rudin-Keisler 順序に関して、次の結果を得た。 λ上のイデアル と関数 : λ → λに対し
て、 ∗( ) = { ⊂ λ: ( ) ∈ }とする。 λ上のイデアル と の間に、 = ∗( )の関係があると
き、 ≤ とする（Rudin-Keisler 順序）。 
①次の（i）～（iii）を満たすイデアル が存在する。（i） Iκ,λ ≤ 。（ii）  は nowhere P-point
である。（iii） λの非有界な部分集合の最小濃度がλ ならば、 は weak Q-point である。 
 ここで、イデアル が P-point であるとは、任意のα < λに対し{ ∈ λ:α ∉ ( )} ∈ である

: λ → λ（ は －fine）に対し、任意のα < λに対し{ ∈ :α ∉ ( )} ∈ Iκ,λかつ λ ∖ ∈  
である が存在するときを言う。この定義で、「 λ ∖ ∈ 」を「 ∉ 」としたものが、local P-
point の定義である。 ↾ = { ⊂ λ: ∩ ∈ }であり、どんな ∉  に対しても ↾ Xが P-point
ではないとき、 は nowhere P-point であると言う。 
 また、イデアル が local Q-point であるとは、任意のα < λに対し{ ∈ :α ∉ ( )} ∈ Iκ,λであ
る : λ → λ（ はIκ,λ－fine）が、 ∉  であるようなある 上で 1 対 1 であるときを言う。任
意の ∉  に対して ↾ が local Q-point であるとき、Iは weak Q-point であると言う。 
②λ = λならば、任意の λ上のイデアル に対し、次の（i）と（ii）を満たすイデアル が存在
する。（i）NSκ,λ ⊂ 。（ii） ≤ 。この系として次が成り立つ： と  は λ 上のイデアルで、
λがイデアル に属さないλ 個の互いに素な集合のユニオンであるとする。このとき、 ⊂ で
≤ であるようなイデアル が存在する。 

 
（2）イデアルの直積を考え、次の結果を得た。 λ上のイデアル と の直積 × を ∈ × ⇔ { ∈
λ: { ∈ λ: ( , ) ∈ } ∉ } ∈ で定める。このとき、次が成り立つ: 

①Iκ,λ × Iκ,λ ⊂ ∗( ) ⇔全てのα, β < λに対し{ ∈ λ: (α, β) ∉ ( )} ∈ である。 
②Iκ,λ × Iκ,λ ⊂ ∗( )ならば、  は weakly selective ではなく、Q-point でもない。 
 ここで、任意の -fine な関数 に対して、 が 上で 1 対 1 であるような に属さない集合 が
存在するとき、  は locally selective であると言い、任意の ∉ に対し ↾ X が locally 
selective であるとき、Iは weakly selective であると言う。 
 
（３）P-point という概念は、関数 : λ → λを使って定義されているが、 λの分割を用いた
特徴づけを行った。 
①イデアル が P-point であることと、次は同値である：任意の{ :α < λ} ⊂ に対し、全てのα <
また、  が local P-point であることと、次は同値である：任意の{ :α < λ} ⊂ に対し、 ∖
∈ Iκ,λ かつ λ ∖ ∉ であるような が存在する。 

②この系として、次の事実が得られる： 
 （i）  が weak P-point で -飽和でないならば、  に属さない の部分集合族{ : < }
で任意の < < に対し ∩ ∈ Iκ,λであるものが存在する。一般にイデアル は、次が成り立



つときδ－飽和であると言う： の元は全て に属さず、異なる の要素の共通部分は必ず に属
すならば、| | < δである。 
 （ii）Jκ,λ ⊂ が weak P-point ならば、 は弱正規である。 
 （iii）SNSκ,λ ⊂ が weak P-point である⇔ は正規である。 
ここでJκ,λは、「 ∈ Jκ,λ ⇔ 上のある選択関数 に対し、 ∈ : ( ) < α} ∈ Iκ,λがすべてのα < λに
対し成り立つ」で定義されるイデアルで、SNSκ,λは、「 ∈ SNSκ,λ ⇔ 上のある選択関数 に対し、

({α}) ∈ Iκ,λがすべてのα < λに対し成り立つ」で定義されるイデアルである。 
 
（4）Local P-point であることが、あるタイプのイデアルを含まないことと同値なことを明ら
かにした。 
① λの互いに素な非有界集合による分割{ : ∈ λ}に対し、イデアル を次のように定める： 

∈ ⇔ { ∈ λ: ∩ ∉ Iκ,λ} ∈ Iκ,λ 
このとき、 は local P-point ではない。 
② が local P-point ではないならば、次のような{ : ∈ λ} ⊂ が存在する： 

を ∈ ⇔ { ∈ λ: ∩ ∉ Iκ,λ} ∈ Iκ,λで定めると、 ⊂ が成り立つ。 
 

（5）その上で sup－関数が 1対 1である集合を、skinniest と言う。λが正則ではないとき、 λ
には skinniest な定常集合は存在しないこと、及び2 = λかつmax{κ,cof(λ) } ≥ ω ならば、 λ
の skinniest な定常部分集合が存在することが知られている。以下に述べる概念を定義し、
skinniest な定常集合の存在に関するいくつかの結果を得た。 

∈ λに対し、sup( ) ∉ のときsup*( ) = sup( )、sup( ) ∈ のときsup*( )は undefined と
する。定常集合 ⊂ λに対し、 = {sup*( ): ∈ }とし、 ( )で次の主張を表す：以下の（i）、
（ii）を満たす sequence ⟨ |α ∈ ⟩が存在する；（i） ⊂ α、（ii）任意の ⊂ λに対し、{ ∈

: ∩ sup( ) = sup( )} ∉ NSκ,λである。 
① ( )が成り立つならば、 は skinniest な定常部分集合をもつ。また、ZFC 集合論の最小モ
デル では、 λの任意の定常部分集合 に対して ( )が成り立つ。従って では、λが正則なと
き λの定常部分集合は全て skinniest な定常部分集合をもつ。 
② は正則で、 は より大きい強到達不能基数とする。Lévi collapseでδ = λ とした強制モデルで
は、 δの全ての定常部分集合 に対して ( )が成り立ち、 は skinniest な定常部分集合を持
つ。 
③λはκより大きい正則基数で、基数δ < κ かつδ ≤ λであるとする。が λ上のδ－飽和な正規イ
デアルならば、 λ ∖ ∈ であるような skinniest な定常部分集合 が存在する。 
④λは正則で□(λ)が成り立つとする。このとき、 λが skinniest な定常部分集合を持てば、 λ
にも skinniest な定常部分集合が存在する。ここで、□(λ)とは次の組合せ論的主張である：次
の（i）、（ii）を満たす sequence⟨ |α < λ ⟩が存在する；（i）極限順序数α < λ に対し、 はαの
非有界閉部分集合である。（ii）βが の極限点ならば、 = ∩ βである。 
⑤λはκより大きい正則基数で、 は = {α < λ:cof(α) < κ}の定常部分集合とする。このとき、 
NSλ ↾ がλ －飽和ならば、 ⊂ であるような λの skinniest な定常部分集合は存在しない。
ここでNSλはλ上の非定常イデアルである。 
⑥κ ≤ μ < λは正則基数で、2 = μとする。このとき、ある強制モデルで次のことが成り立つ： 
⋃ = で、 ⊂ であるような λの skinniest な定常部分集合が存在しないような
sequence ⟨ |α < μ⟩ が存在する。 
 
＜引用文献＞ 
①J. E. Baumgartner, A. D. Taylor, and S. Wagon, Structural properties of ideals, 
Dissertationes Math. 197 (1982) [BTW]. 
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