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研究成果の概要（和文）：1変数函数の特異点の場所とそこでの滑らかさを調べる数値手法を開発した。また、
補間函数が境界付近で激しく振動すること、局所平均による平滑化によって振動が局在化すること発見した。爆
発解を持つ非線型常微分方程式に対して、数値極限を用いた爆発時刻の高精度数値計算法を開発し、解の数値正
則性地図を作成することに成功した。ヘルダー連続解を持つ非整数階微分方程式に対して、解の数値正則性地図
を作成することに成功した。この地図から、Caputo微分が階数1の前後で性質が変わることや精度スパイク現象
を発見した。被積分函数が鋭いピークをもつときの高精度数値積分法を開発し、数値計算の高速化も行った。

研究成果の概要（英文）：We developed numerical methods to investigate the location of singular 
points of  one-variable functions and their smoothness at singular points. We found that  the 
interpolated function oscillates violently near the boundary, and that the  oscillation is localized
 by local averaging. For nonlinear ordinary  differential equations with blow-up solutions, we 
developed highly accurate numerical methods for the blow-up time using the numerical limit, and 
succeeded in creating numerical regularity maps of the solution. For fractional  differential 
equations with Helder continuous solutions, we succeeded in  creating numerical regularity maps of 
the solution. They show that the property of the Caputo derivative changes whether the order is 
greater than or less than 1. We also found that the accuracy spike phenomenon occurs. We developed 
highly accurate numerical integration methods when the integrand has a sharp peak, and also 
developed methods for fast numerical computations. 

研究分野： 数値解析学

キーワード： 品質　正則性　地図　数値計算　微分方程式　滑らかさ　可視化

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
学術的意義は理論研究の発展や研究者人口の拡大への貢献にある。それには、本課題研究が基礎とする数値計算
の汎用性、その数値計算による数学的性質の可視化が重要な役割を果たす。社会的意義は正確な数理モデル構築
の貢献にある。数値計算の汎用性から、計算対象の問題や方程式は実用レベルの複雑なものが扱える。例えば本
課題研究が想定した微分積分方程式は、世界最先端の近赤外光を使った癌治療法である光免疫療法に関連する。
非整数階微分方程式は血糖値変化の数理モデルに現れる。本課題研究で提案した問題や解の数学的性質を数値計
算で明らかにする研究は、このような実用問題に対して正確なモデルを構築する際に役立つ。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
計算機性能の飛躍的な向上と可視化も含めた数値計算ソフトウエアの充実により、一昔前に

は専門家がスーパーコンピュータを利用しても困難であった複雑で大規模な数値計算が、研究
室の計算環境で容易に実現できるようになった。これにより流体現象で代表される強い非線型
を持つ問題や、逆問題で代表される非適切問題等の種々の微分方程式の数値計算が、幅広く行わ
れるようになってきた。さらに画像処理技術の進歩により、計算結果の可視化は優れたソフトウ
エアで容易に実現され、我々は可視化された数値シミュレーションを通して最先端の科学・技術
の扱う現象の神秘に驚かされることも多い。しかし、数値計算そのものに目を向けると、扱われ
る問題の重要性と多様化とは裏腹に、計算の精度を含めた「数値計算の品質保証」の議論が置き
去りにされている。非線型性の強いあるいは非適切な微分方程式については、その数値計算の品
質保証は自明ではなく、一般には様々な数値計算上の問題が生じることは周知の通りである。ブ
ラックボックス化された「優秀な」計算環境と数値計算ソフトウエアが「ほどよく」問題を処理
し、またシミュレーション結果は「もっともらしく」可視化されている。ここにおける数値計算
の役割は近似解を求めることに留まっており、それ以上の価値を見出すことは難しい。これは最
先端の科学・技術を支える数値計算の危機といわざるを得ず、最先端の科学・技術研究そのもの
の危機を意味する。 
 
２．研究の目的 
本課題研究は、微分方程式の数値計算の信頼性を新たな視点から論じようとするものであり、

従前とは異なる高品質の数値計算を目指す。そのために、問題そのものや問題の解の数学的性質
を高度な数値計算を用いて可視化する。可視化の利点は、数学的性質の理解が容易となって研究
の方向性が明確になり、より深い研究へ移行しやすいことにある。本課題研究では、このような
研究の流れを実現するための基礎・土台の確立を目指す。理論家に興味を持ってもらえる事案を
吟味することから始めて、得られた成果を公開して当該分野の研究の発展に貢献する。さらに、
数値計算にこだわることで、その汎用性を利用して、複雑な実用問題の解析へと研究を誘う。そ
の際、本課題研究の成果が、複雑な実用問題の正確な数理モデル構築に役立つことを目指す。 
 
３．研究の方法 
代表者らは先行研究において、打ち切り誤差を任意に小さくできる高精度離散化手法のスペ

クトル法と丸め誤差を任意に小さくできる多倍長演算を併用した数値計算法によって、逆問題
の直接数値計算等を可能にしてきた。このスペクトル法の高精度性は、スペクトル精度と呼ばれ
る数値解の収束率と厳密解の滑らかさの関係性を根拠としている(文献①、②)。本課題研究では、
スペクトル法のこの関係性を本来の意味に立ち戻って利用する。スペクトル法にも様々な種類
があるが、非線型問題にも適用が容易であるスペクトル選点法に注目する。このスペクトル選点
法を用いて、微分方程式の解の滑らかさや解の存在区間の可視化等を行う。その際に必要とされ
る数値手法の開発も行う。数値計算においては、計算機に由来する丸め誤差の影響を排除するた
めに、分担者が開発しアップデートしているコンパクトかつ高速の多倍長演算ライブラリ
exflib(文献③、④)を用いる。本課題研究の重要性に着目してもらえるように研究対象を吟味し
て、長年研究されてきた爆発解を持つ非線型常微分方程式や最近注目を集めている非整数階微
分方程式を主として扱うことにする。 
 
４．研究成果 
(1)1 変数函数の特異性を特定する数値手法の開発(文献⑤、⑥) 
代表者は、ある双曲型方程式に対して滑らかさが変数に依存する厳密解を考案し、解の滑らか

さの変数依存性の数値計算に着手したところ、解釈に困る数値計算結果(未公表)が得られて研
究が停滞した。そこで、解の数値正則性地図が研究の停滞を解消する手段になるのではないかと
考えて、解の滑らかさをより詳しく調べる数値手法の開発を試みることにした。基礎的な技術の
確立を目指して、1変数函数の特異性を調べる数値計算方法の開発を行った。 

まず、特異点(解析的でない点)が 1 つの 1 変数函数
で、特異点における滑らかさが異なるものを考案した。
これら 1 変数函数の特異点の場所とそこにおける滑ら
かさを調べる数値手法を開発した。開発にあたって注目
したのは、不連続函数に対する Fourier 級数(補間函数)
が不連続点付近で振動する Gibbs 現象である。補間函数
の構成には、スペクトル選点法のなかでも最良近似に関
係し周期性の仮定が不要である Chebyshev スペクトル
選点法を用いた。Chebyshev 多項式も三角関数を基礎と
しているので、Gibbs 現象の特性を利用できる可能性が
ある。与えられた 1変数函数に対して、Chebyshev スペ

図 1 特異点が 1つの函数． 



クトル選点法を用いて補間函数を構成し、近似の次数が異なる 2 つの補間函数の差を誤差とし
てその振る舞いを数値的に調べた。近似の次数を上げていくと、誤差がゼロに収束する領域とそ
うでない領域が区別でき、これによって特異点の場所を高精度に数値的に特定することができ
た。図 1 のような滑らかに見える函数に対しても、特異点の位置の特定ができたのは驚きであっ
た。誤差の収束率から特異点における函数の滑らかさも特定できた。 

次に、より複雑な数値正則性地図のための基礎研究と
して、特異点(解析的でない点)が 2 つで、特異点におけ
る滑らかさが異なる 1 変数函数を調べた。滑らかさの特
定には、選点上の函数値から Chebyshev スペクトル選点
法の微分行列を用いて近似導函数を構成しそれを用い
た。微分行列の階数に応じて近似導函数のグラフにデル
タ函数的なものが見られれば、その場所が特異点の場所
であり、階数からそこにおける連続微分可能階数がわか
るはずである。数値計算の結果、2つの特異点の場所とそ
こにおける連続微分可能階数が推定できた。一方、2つの
特異点における連続微分可能階数の小さい方の値より高
次の近似導函数のグラフには激しい振動現象が見られ、
特異点のみならず区間の端点でも激しい振動が起こるこ
と、近似の次数に関する平均化によって振動現象がある程度おさえられるものの振動が局在化
すること(図 2)、次数平均と局所平均による平滑化によって振動現象をさらに押さえることがで
きること、近似次数が素数であるときの次数平均は振動現象の局在化を起こしにくいこと等、興
味深い知見が得られた。 
以上の数値計算において、連続微分可能階数が大きくないため、多倍長演算は不要で倍精度で

十分であることもわかった。 
 
(2)爆発解を持つ非線型常微分方程式の解の数値正則性地図の作成(文献⑦) 

爆発解を持つ非線型常微分方程式の解の数値正則性
地図を求める手法を確立した。数値計算は丸め誤差の
影響を排除するために exflib による多倍長演算を用
いた。 

まず、爆発時刻の高精度推定を行うために、陽的 4
次 Runge-Kutta 法によって数値解を求めた。この計算
法によって、非線型常微分方程式の数値解を漸化式の
形で容易にかつ簡単にまた高精度で求めることができ
る。次に、得られた数値解に有界化を適用した。これ
によって、数値解の値が無限大であることと有界化後
の値が 1 であることが対応するので、爆発時刻が回帰
直線によって求められる(図 3)。これは、無限大を扱
う数値計算を実行したことを意味する。これによって
求められた爆発時刻はRunge-Kutta法の時間刻み幅の
函数となっているので、回帰直線を用いて時間刻み幅
0 の爆発時刻を求めることができる(図 4)。時間刻み
幅 0という状況は数学の世界の話であるので、それを
数値計算で垣間見たことを興味深い。これら 2つの回
帰直線を用いた補外の計算を数値極限と呼んだ。時間
の刻み幅に関する数値極限は、Runge-Kutta 法におけ
る時間刻み幅が固定されているので可能となってい
る。以上の手法によって爆発時刻の推定が、誤差が
10 ～10 という極めて高精度で実行できた。爆発解
に対する数値計算では可変時間刻み幅を採用するの
が常識的となっているため、本研究は常識を覆すもの
となっている。 
次に、初期時刻から推定された爆発時刻前後までの

区間の解の滑らかさを、Chebyshev スペクトル選点法で調べた。その際、方程式が非線型である
ので離散化方程式も非線型連立方程式となる。これを解くためにニュートン法を適用した。スペ
クトル法の特徴として、解の滑らかさと誤差の収束率が関係することが知られている。初期時刻
から推定爆発時刻の直後の区間において、数値解は収束しなかった。これと爆発時刻の数値的な
推定手続きを総合すると、爆発現象の存在が数値
的に示されたといえる。初期時刻から推定爆発時
刻の直前の区間において、数値解は指数函数的に
収束した。これによって、スペクトル法の特徴か
ら、この区間において解析的な解が存在すること
が数値的に示された。これらの結果を総合して、

図 3 有界化による爆発時刻の計算． 

図 4 数値極限による爆発時刻の計算．

図 5 解の数値正則性地図． 

図 2 振動の局在化． 



解の数値正則性地図を作成することに成功した(図 5)。この数値正則性地図は、本課題研究が目
指した、近似解のプロファイルを見せる役割しかなかった従前の数値計算とは異なる高品質の
数値計算の典型例である。 
 
(3)Hölder連続解を持つ非整数階微分方程式の数値正則性地図の作成 

非整数階微分方程式は、最近様々な現象の数理モデルとして注目されている。代表者らは既
に、非整数階微分のなかでも初期値問題が扱いやすい Caputo 微分に対して、高精度離散化手法
である Chebyshev スペクトル選点法を適用す
る方法を提案していた。微分方程式の数値計
算において通常 Hölder連続解を意識すること
はほとんどない。一方、非整数階微分方程式に
おいては、Hölder 連続函数に対する非整数階
微分の公式がよく知られている。そこで、非整
数階微分方程式の Hölder連続解に注目して数
値計算を行った。数値計算は丸め誤差の影響
を排除するためにexflibによる多倍長演算を
用いた。膨大な数値実験の結果、ある規則性の
存在が示唆されたため、規則性を可視化する
ことにした。それが図 6である。解の Hölder指数と微分階数と誤差の収束率の関係性を示すも
のであり、解の数値正則性地図となっている。この地図から、数値計算における精度のスパイク
現象が見られ、Caputo 微分作用素は階数が１未満と１以上では性質が異なることがわかる。こ
の成果をしたためた論文を現在執筆中である。 
 
(4)鋭いピークを持つ周期函数の 1周期にわたる積分の高精度数値計算法の開発(文献⑧) 

人体の内部検査は非破壊検査が基本であり、X 線 CT(X-ray computed tomography)と
MRI(magnetic resonance imaging)がその有名な例で
あるが、X 線による被爆といった健康上の問題点や装
置が高価であるという問題点がある。そこで、近年、
体内の人体組織を安全かつ安価に画像化する手法とし
て、近赤外光を用いた拡散光トモグラフィが注目され
ている。また、近赤外光を用いた癌治療法の光免疫療
法が日本人によって開発され、そのための薬が世界で
初めて日本で承認されたことはつい最近の話である。
この近赤外光の伝播を記述する方程式は微分積分方程
式であり(文献⑨、⑩、⑪)、その高品質数値シミュレ
ーションには特別な注意が必要となる。というのも、
方程式の解が例え穏やか（導函数の値がそれほど大き
くない）であっても、積分項に積分核があるため、積
分核が特異的であると被積分函数(積分核と解の積)が
特異的になるためである。その様子を図 7、8に示す。
このような特異的な状況は積分項のない微分方程式で
は起こりえない。我々の目指す方程式の解の数値正則
性地図の作成には、数値解の収束性の振る舞いの解析
が必要であり、振る舞いを攪乱する数値誤差は排除し
なくてはならない。そのために、微分積分方程式では、
積分項の高精度数値計算が重要となる。さらに、微分
積分方程式の数値解の振る舞いを調べるときにスペク
トル法を用いるのであれば、積分項の高精度数値計算
を考えるとき離散化法の整合性を考える必要がある。 
我々は、PAT(peak adjustment transform)という手

法を開発し、高精度性と離散化法の整合性の問題点を
解決した。積分核は、従来よく用いられてきた Poisson
核に加えて新たに一般ベキ乗核を提案した。スペクト
ル選点法としては Fourier スペクトル選点法と
Chebyshev スペクトル選点法を調べた。Fourier スペ
クトル選点法は、選点が等間隔に分布しているために
PAT には使えない。数値実験では、PAT を適用しない
Fourier スペクトル選点法と Chebyshev スペクトル選
点法、PAT を適用した Chebyshev スペクトル選点法を
比較した。数値計算結果の一例を図 9に示す。図 9の
積分核は一般ベキ乗核である。PAT を適用しない
Fourier スペクトル選点法と Chebyshev スペクトル選
点法の精度は悲惨なものである。被積分函数が周期的であるために、もとの微分積分方程式の離

図 7 特異的な積分核． 

図 8 特異的な被積分函数． 

図 9 計算精度の比較． 

図 6 解の数値正則性地図． 



散化を Fourier スペクトル選点法で行いがちとなるが、図 9 はその選択が危険であることを示
している。また、Chebyshev スペクトル選点法でも PAT を適用しないと高精度の期待が裏切られ
る。このように、積分核が特異的な場合、PAT を適用しなければ積分項から大きな数値誤差が生
じ、これによってもとの微分積分方程式の数値解の振る舞いが攪乱されることがわかる。もとの
微分積分方程式の解の数値正則性地図を作成することは困難となる。ただし、PAT を適用すると
計算規模が極めて大きくなり、極めて長大な計算時間を要する。近似の次数が 100 の場合、
Fourier スペクトル選点法の計算規模を 1 とすると、Chebyshev スペクトル選点法は 100、PAT を
適用した Chebyshev スペクトル選点法は 100 万になる。この非実用的な長大な計算時間対策と
して、データベースを利用する形に PAT の式を書き直すことによって、PAT を用いない Chebyshev
スペクトル選点法と同じ計算時間で実行できる高速化に成功した。このデータベースは、事前に
独立に並列計算できるため、近年のマルチコアが一般的となっている計算機環境ではさほどの
負担とはならない。なお、この研究においても、丸め誤差の影響が無視できなかったため、exflib
による多倍長演算を用いた。 
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