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研究成果の概要（和文）：　本研究では電子間に強い相関のある量子多体モデルであるハバードモデルのエネル
ギーを表現する行列であるハミルトニアンの固有値を計算する方法の１つであるLOBPCG法の並列化・高速化を実
施した。LOBPCG法は線型計算の組み合わせであり、すでに開発されている線型計算用のルーチンを用いることで
ある程度高速に計算できるが、このルーチンは汎用的であるため、問題の性質を利用した高速化を実現できな
い。そこで、問題の物理的性質やLOBPCG法のアルゴリズムを考慮して計算コードを再構築することで高速化や並
列化を実施し、実際に並列計算機を利用した計算から開発したコードにより更なる高速化が実現できることを確
認した。

研究成果の概要（英文）：　In this study, we have studied parallelization and acceleration techniques
 for the LOBPCG method, which is one of the eigenvalue solvers for a quantum many-body model with 
strong correlation between electrons. The LOBPCG method is composed of a combination of linear 
operations. Therefore, we have developed routines for the linear operations in consideration of the 
algorithm of the LOBPCG method and the characters of the models. The simulation results show that  
the LOBPCG method using our routines can achieve higher performance.

研究分野：高性能計算

キーワード： 高性能計算　固有値計算　LOBPCG法　GPU
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　計算機の大規模化に伴ってこれまでよりも大規模な問題が計算できるようになってきたが、計算機の構造が複
雑化しているため、これまでの方法では高速に計算することが難しくなってきた。そこで、固有値計算ルーチン
の1つであるLOBPCG法を対象にしてはいるが、最新の計算機の構造を考慮した高速化や効果的な並列化の方法を
提案し、これまで以上に大きい物理モデルの計算を可能にするとともに、実際にこれまで以上に高速計算できる
ことを確認した。この高速化や並列化の技術は他の計算に利用できる可能性があり、今回の研究成果は最新の計
算機の有効利用に資する成果でもあると考えている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）高温超伝導体や強磁性体等の高性能機能材料群の研究開発は、天然資源が少なく科学
立国である日本にとって重要な課題の一つである。しかし、これら物質群の機能が発現する
機構はわかっていないため、材料設計を行うためには、電子相関のある量子モデルに対する
計算機シミュレーションを行う必要がある。しかし、この量子多体系問題を計算機シミュレ
ーションする際の計算量やメモリの使用量は問題サイズの増加に伴って指数関数的に増加する
ため、より大規模な計算機の性能を有効に利用することが強く望まれていた。 
 
（２）一方、計算機の進歩は目覚ましく、京スパコンのような数十万個のコアを持つ超並列
計算機の利用が可能になるとともに、エクサスケールの計算機の実現も近いと考えられて
いた。そのため、これらの計算機を有効に利用することで、これまでよりも大きいサイズの
量子多体問題の計算も可能になると考えられていた。しかしながら、計算機の大規模化に伴って
その構造は複雑化し、それまでに開発されたアルゴリズムをそのまま利用したのでは計算機の
性能が有効に引き出せないことが多くなってきた。そのため、最新の計算機の性能を有効に利用
するために、細心の計算機の構造を考慮した計算アルゴリズムを開発が望まれていた。 
 
 
２．研究の目的 
（１）量子多体系問題に対するシミュレーションの１つに厳密対角化法がある。この方法は、量
子モデルのエネルギーを表現する行列であるハミルトニアンをモデルから厳密に構成し、その
固有値および固有ベクトルを計算することで、モデルの物性を評価する方法である。厳密対角化
法のために導かれたハミルトニアンの次元はサイズの拡大に伴って指数関数的に増加すること
が知られている。そこで、モデルの物理的性質から並列化や高速化につながる有効な対称性や規
則性を見出し、これらを考慮した計算アルゴリズムを研究開発するとともに、計算機の構造の特
徴も考慮することで最新の大規模並列計算機向きのアルゴリズムの開発を目指す。 
 
（２）開発したコードを実際の量子多体系問題に適用し、開発したコードの高速性、安定性、頑
強性を評価することで、コードのアルゴリズムの改良を行う。さらに、理論物理学者と協力して
量子多体系の量子状態を評価し新しい物理的知見を得ることを目的とする。 
 
 
３．研究の方法 
（１）本研究の固有値計算に用いる LOBPCG 法は、行列とベクトルの掛け算、および、ベクトル
の線型計算の組み合わせで固有値の計算ができることに着目し、GPU 向きのアルゴリズムを提案
する。ハバードモデルから導かれるハミルトニアンの非零成分がその物理的性質から規則的に
分布することを利用して、ハミルトニアンとベクトルの掛け算の高速化・並列化を実施する。ま
た、ベクトルの線型計算の組み合わせ順序を考慮して GPU 向きのアルゴリズムを提案する。 
 
（２）通常、GPU 側のメモリ量は CPU 側のメモリ量の数分の１であるため、データの一部を CPU
側のメモリに格納し、計算に必要になったデータを GPU 側のメモリに転送して計算を行い、その
結果を CPU 側にメモリに転送することで、GPU 側のメモリのみを利用した場合よりも、大規模な
問題を計算することが可能になる。しかし、GPU 用に適切にチューニングされたプログラムは GPU
上で高速に実行できるが、CPU-GPU 間のデータ転送の通信時間は非常に長いため、データの転送
量が多いと GPU による高速化の効果が得られなくなる。そのため、LOBPCG 法のアルゴリズムを
適切に変更し、CPU-GPU 間の転送量をできるだけを少なくできるアルゴリズムを開発し、その有
効性を確認する。また、LOBPCG 法は反復に用いるベクトルを複数個用いることで、複数の固有
値・固有ベクトルを計算することができるが、安定に計算するためには、反復に用いるベクトル
が直交化している必要がある。一般に用いられている修正 Gram-Schmidt 法を用いてベクトルの
直交化を行うと、求める固有値・固有ベクトルの組数が増えると通信回数が組数の２乗で増加し、
並列計算を行う際の高速化を阻害する原因の１つになる。そこで、通信回数を減らせる直交化方
法を LOBPCG 法の性質を利用して提案し、その有効性を調査する。 
 
（３）求める固有値・固有ベクトルの個数が増えると収束性が遅くなる。そこで、反復に用いる
ベクトルを適切に修正することで、収束性を向上させる方法を提案する。 
 
（４）開発した量子計算コードを実際の量子問題に適用し、物理的知見を見出すとともに、コー
ドの安定性等を評価する。さらに、計算対象の物理問題の特性に合わせた適切な解法を計算科学
の視点から採用することで、高速計算を目指す。 
 



 
４．研究成果 
（１）量子多体問題の厳密対角化法で用いる LOBPCG 法は反復法であり、行列（ハミルトニアン）
とベクトルの掛け算と、ベクトルの線型計算の組み合わせで計算することができる。そのため、
GPU で実行するためには、GPU 用に開発された計算ルーチン（cuSPARSE および cuBLAS）を用いて
計算することで、GPU の性能をある程度有効に利用した計算が可能であるが、これらの計算ルー
チンは汎用的であるため、計算対象の問題に合わせて構築したコードのほうが高速に計算でき
る場合がある。これまでに、ハミルトニアンとベクトルの掛け算に関しては、ハミルトニアンの
非零要素が規則性に分布していることに着目し、GPU 向きの計算方法やデータの格納方法を提案
して、高速計算コードを開発し、実際、2015 年頃の cuSPARSE に含まれる疎行列とベクトルの掛
け算ルーチンよりも高速に計算できることが確認できた[1]。しかし、本科研費研究の開始時期
（2018 年頃）の cuSPARSE のルーチンではバージョンアップによって高速化されており、2015 年
頃に我々が開発したコードよりも高速に計算できるようになっていた。そこで、この掛け算にお
いて、データのアクセス順序や GPU のメモリ構造を考慮して計算コードの更なる最適化等を行
い、実際に（2018 年当時の）cuSPARSE よりも 1.3 倍程度高速に計算できることを確認した（図
１参照）。また、線型計算に関しては、キャッシュメモリが有効に利用できるように複数の同様
の演算をまとめて計算するアルゴリズムを提案し、cuBLAS を組み合わせて計算するよりも高速
に計算できることを確認した（図２参照）。 

 
図１ GPU 計算機を用いたハミルトニアン
とベクトルの掛け算の計算時間。ハミルトニ
アンの次元は約１３億次元である。 
 

図２ GPU 計算機を用いて約１３億次元のハ
ミルトニアンの最小固有値とそれに対応する
固有ベクトルを求めた際の計算時間

（２）GPU を用いて計算する際には、計算に用いるデータが GPU のメモリ上にある必要がある。
また、CPU のメモリサイズは GPU のメモリサイズよりも大きいため、ある時点で GPU での計算に
利用しないデータは CPU のメモリに格納し、計算を行う際に CPU から GPU に転送することや、
GPUで計算した結果をすぐにGPUの計算で利用しない場合はCPU側に移動させをCPUのメモリに
格納することで、GPU のメモリのみを利用したケースよりも大きい問題を計算することが可能に
なる。ただし、CPU-GPU 間の通信には時間がかかることが指摘されている。そこで、LOBPCG 法の
アルゴリズムを調査し、できるだけ CPU-GPU 間の通信を少なくなるようなアルゴリズムに修正
することで、実際に CPU のメモリを有効に利用して計算することを可能にした。また、CPU-GPU
間の通信は演算と同時に実行できることから、通信と演算を同時に実行するためのアルゴリズ
ムを提案し、GPU 計算機を利用したシミュレーションから同時実行していることを確認するとと
もに、実際に高速化が実現することを確認した（図３参照）。 
 さらに、LOBPCG 法は複数のベクトルを用いて反復計算を行うことで複数の固有値・固有ベク
トルを求めることができる。しかし、安定に計算するためには、反復に用いるベクトルが直交化
している必要がある。通常、ベクトルの直交化には修正 Gram-Schmidt 法を用いるのが一般的で
あるが、並列計算時の通信回数がベクトルの本数の２乗に比例する。そのため、求める固有値・
固有ベクトルの組数が増えると通信のオーバーヘッドが増えるため、高速化が阻害される。とこ
ろが、LOBPCG 法のアルゴリズムの特徴を利用することで、一部のベクトルは通信を行わずに修
正 Gram-Schmidt 法を用いた直交化よりも少ない計算量で直交化することができる。また、残り
のベクトルも古典的 Gram-Schmidt 法と Cholesky QR 分解を組み合わせることで直交化でき、修
正Gram-Schmidt法よりも少ない通信回数で直交化できることを見出した。この方法を実際にGPU
に実装し、並列計算したところ、修正 Gram-Schmidt 法を用いて直交化する方法と比較し、より
高速に計算できることを確認した（図３参照）。 
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図３ 約２億４千万次元のハミルトニアンの１０個の固有値を LOBPCG 法で反復計算する際の
反復１回あたりの計算時間 
 
（３）LOBPCG 法を用いて複数の固有値・固有ベクトルの組を計算する際に用いるベクトルは、
計算途中の固有値・固有ベクトルの組の情報を用いて生成される。通常、複数の固有値・固有ベ
クトルを計算する際には固有値・固有ベクトルの組ごとに収束速度が異なるため、一部の組が先
に収束することがある。そして、収束した組の情報から生成されるベクトルのノルムは小さくな
り、そのまま計算に用いると、反復計算が不安定になる。安定に計算するためには、そのような
ベクトルを反復計算に用いないようにすればよいが、計算に用いるベクトルの数が減るため、ま
だ収束していない固有値・固有ベクトルの組の収束速度が遅くなることが実際の計算から示さ
れている。そこで、収束した固有値・固有ベクトルから生成されるベクトルを適切に修正して反
復計算に用いることで安定性および収束性を向上させる方法を提案し、実際の計算から安定に
計算でき、また、少ない反復回数で収束することを確認した。 
 
（４）LOBPCG 法は固有値問題を解く際に有用なソルバーであるため、様々な物理現象の解析に
使うことができる。本研究課題においては、格子量子色力学におけるクウォーク・グルーオン系
のモンテカルロシミュレーションにおいて使用した。機械学習を用いた自己学習モンテカルロ
シミュレーションにおいては、フェルミオンの自由度を積分する必要があり、その際に現れる行
列式の計算において使用を試みた。行列式の計算においてはすべての固有値の情報が必要であ
るが、ゼロエネルギー近傍の物理的に重要な固有値を計算する際に LOBPCG 法が使えるのではな
いかと考えた。直接対角化する場合と比べた LOBPCG 法の効率は系のサイズに依存した。一方、
モンテカルロシミュレーションにおけるフェルミオンに由来する行列式の評価においては、様々
な数値的手法が開発されており、それらの手法と比べて LOBPCG 法がどのような時に最適になる
かは調査中である。 
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