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研究成果の概要（和文）：格子気体に対するスケール極限について研究を行った。特に、流体力学極限と大偏差
原理に関連する問題について研究を行い、遅い境界を持つ排他過程の定常状態に対する大数の法則、平均曲率流
のGlauber-Kawasaki過程からの導出、Burgers方程式の弱非対称排他過程からの導出、Glauber-Kawasaki過程が
混合時間について相転移を起こすことなどの成果を得た。

研究成果の概要（英文）：I studied a scaling limit for a lattice gas. Especially, I studied a 
hydrodynamic limit and problems related to a large deviation principle. I obtained results on law of
 large numbers for a stationary state of an exclusion process with slow boundary, derivation of the 
mean curvature flow from a Glauber-Kawasaki dynamics, derivation of the Burgers equation from a 
weakly asymmetric exclusion process and phase transition in mixing times for a Glauber-Kawasaki 
dynamics.

研究分野： 確率論

キーワード： 流体力学極限　大偏差原理　格子気体　大数の法則　平均曲率流　Burgers方程式　混合時間　非平衡定
常状態
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研究成果の学術的意義や社会的意義
流体力学極限は確率論のみならず数理物理学や統計力学などで古典的に研究されており、現在も活発に研究が行
われている研究対象である。標語的に「ミクロからマクロへ」とよばれる、統計力学の理念を数学的に厳密に考
える問題であるが、考えられる問題はいずれも容易なものではなく、その問題の解決には数学的に深い知見が必
要とされる。そのような問題に対して新たな研究成果を与えることは学術的に新たな展開を与えることになると
考えられ、研究分野の進展に貢献を与えるものとみこまれる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 偏微分方程式により記述される巨視的な系を粒子系等の微視的な系から研究することは、歴
史的に古典的な問題でありかつ現在においても重要な問題として、様々な分野において考えら
れているがその数学的解析は容易ではない。例えばハミルトン力学に従う粒子系から出発して、
熱方程式等の偏微分方程式を数学的に導出することは非常に難しい問題である。そこで確率的
に運動する相互作用粒子系から出発し、時空間に関するスケール極限を考えることにより、偏
微分方程式を導出するという手法がこれまで数多く研究されて来た。そのような手法及びスケ
ール極限は標語的に流体力学極限と呼ばれる。流体力学極限は１９８０年代を中心に様々な数
学者及び物理学者により研究されたが、現在においても多くの研究者の興味の対象となってい
る。実際流体力学極限の理論の発展により、現在では物理学のみならず生物学や社会数理学等
で現れる様々な巨視的な支配方程式を微視的な確率模型より解析することが可能である。 
 流体力学極限による手法は巨視的な方程式を導出するのみでなく、微視的な系と巨視的な系
を繋ぐスケール極限としてそれらの関係を記述することが出来るという特徴も持つ。実際、流
体力学極限は確率論の枠組みの中で大数の法則として定式化され、付随する大偏差原理や中心
極限定理等の極限定理を示すことにより微視的な系の詳細な情報が得られる。考えられる微視
的な系は粒子系や界面模型等様々な確率模型が考えられるが、本研究では格子気体と呼ばれる
粒子系を取り扱う。格子気体は確率模型として単純なものであるが、相互作用系としての本質
を失っておらず、流体力学極限に関する問題を考える上で最も基本的な研究対象である。例え
ば、Bertini らは格子気体に対する大偏差原理を用いることにより、非平衡定常状態の解析を行
ったが、その手法は非常に広範なものであり様々な確率模型へと適用可能である。ここで非平
衡定常状態とは、端点で異なる温度を持った(1 次元的な)棒が、時間無限大で到達する状態が一
つの例である。本研究の根本的な問いは「非平衡定常状態に対する極限定理を示すために必要
な本質的数学は何か」ということである。 
 
２．研究の目的 
 格子気体は数学的にはマルコフ過程として定義される。このマルコフ過程は時間発展に関し
て不変な分布を持つことが知られており、その分布は定常状態と呼ばれる。この定常状態が格
子気体における非平衡定常状態の数学的模型である。非平衡定常状態の流体力学極限による解
析は、Bertini らにより近年活発に研究されているが、数学的に厳密な解析はディリクレ境界条
件の場合のみに対して行われている。格子気体と呼ばれる粒子系の中で、その相互作用が最も
単純な場合は単純排他過程と呼ばれる。先の棒の例に対応する粒子系として、1 次元区間上の
境界で粒子の流出・流入を伴う単純排他過程が挙げられ、巨視的な偏微分方程式としてはディ
リクレ境界条件付きの線形熱方程式に対応している。単純排他過程は線形な系（対応する偏微
分方程式が線形）であるが、一般的な格子気体に対応する偏微分方程式は非線形熱方程式とな
るので、その解析は容易ではない。 
 近年境界における粒子の流出・流入のレートを変更することにより、巨視的な偏微分方程式
がノイマン境界条件やロビン境界条件付きの線形熱方程式に対応することが、Baldasso らによ
り示された。Baldasso らによる先行研究では流体力学極限が研究されている。先行研究の問題
点は系が線形であることと、空間 1 次元に限定していることである。実際、彼らの手法は粒子
系が線形であることや空間が 1 次元であることに強く依存している。本研究の目的は、「既存の
先行研究結果を空間の次元に依らない非線形な系に拡張することであり、それを通じて様々な
確率模型に適用可能な解析手法を構築すること」である。 
 既存の幾つかの先行研究では考えている系が線形であることから、対応する偏微分方程式の
解析や種々の量に対する評価が容易である。しかしながら非線形系を対象とする本研究では、
研究課題解決のために現れる幾つかの困難を偏微分方程式論や関数解析学の手法や結果を組み
合わせる必要がある。線形な系に対する結果を非線形な系に拡張するという点は新規性が高い
点である。また今まではディリクレ境界条件のみに対して行われていた非平衡定常状態の解析
を、本研究の枠組みで行うことによりノイマン境界条件やロビン境界条件まで広げた一般の場
合についても、統一的に解析を行うことが出来る。このことにより背後に潜む数学や、非平衡
定常状態が持つ物理的な性質について更に理解することが可能であると考えられる。 
 
３．研究の方法 
 研究期間内に行った研究について具体的な研究の方法をそれぞれ述べる。 
（１） 遅い境界を持つ排他過程の定常状態に対する大数の法則 
 遅い境界を持つ排他過程の定常状態に対して大数の法則を示す方法について述べる。この粒
子系の巨視的な粒子数密度の時間発展は境界条件付きの熱方程式で記述されることが知られて
いる。境界条件は粒子が境界で流入・流出する強さに応じてディリクレ境界条件、ロビン境界
条件、ノイマン境界条件に分類される。以前行った研究の手法を用いると、ディリクレ境界条
件とロビン境界条件の場合に定常状態に対する大数の法則が成立することが示される。ノイマ
ン境界条件の場合にはその手法をそのまま適用することは出来ないので、その手法を一般化す



る必要がある。そのためには熱方程式を導出するために適切な時間スケールである拡散スケー
ルよりも長い時間スケールを解析することが重要な役割を果たす。より長い時間スケールを解
析することにより、粒子数密度の平均が時間発展する時間スケールを特定し、それにより粒子
数密度の平均が平衡化する描像を特定することが可能である。これらの事実と以前培った手法
を組み合わせることがこの問題を解決するのに有用な方法である。この問題の中で得られた手
法は類似の問題を解決するのに有用である。実際他の研究者による研究においても本問題を解
決するために用いられた手法が有用であることが確認されている。 
（２） 平均曲率流の Glauber-Kawasaki 過程からの導出 
 Glauber-Kawasaki 過程から平均曲率流を導出するが可能であることは先行研究により知られ
ていたが、その手法は限られた問題にしか適用できない幾分限定的なものであった。近年
Jara-Menezes によりエントロピー不等式を示す新たな手法が開発され、その手法は平均曲率流
の導出にも役に立つものであった。Jara-Menezes の手法をこの模型の場合に適用し、この問題
を解決する上で必要な離散化された偏微分方程式を解析することにより、先行研究よりも適用
範囲が広い形でこの問題を研究することが可能であることを明らかにした。また Boltzmann-
Gibbs 原理とよばれるある種の局所エルゴード定理を示すことにより、更なる一般化可能であ
ることも明らかにした。 
（３） Burgers 方程式の弱非対称排他過程からの導出 
 相互作用粒子系から流体を記述する Burgers 方程式や Navier-Stokes 方程式を導出すること
は古典的に研究されており、現在においても重要な問題として多くの問題が考えられている。
先行研究では中間視的なサイズのジャンプを持つ排他過程から Burgers 方程式が導出されてい
た。先で述べた Jara-Menezes の手法を発展させることにより中間視的なサイズのジャンプを持
たない場合、つまり微視的なサイズのジャンプしか持たない場合についても Burgers 方程式が
導出できることを明らかにした。その鍵は先と同様にエントロピー不等式の改善であり、
Burgers 方程式を導出するための非圧縮極限の構造を特定することが必要である。そのために
はエントロピー不等式を改善する上で現れる離散化された Burgers 方程式を適切なオーダーま
で展開することが必要であり、それを通して必要なエントロピー不等式を得ることができる。 
（４） Glauber-Kawasaki 過程に対する混合時間についての相転移 
 Glauber-Kawasaki 過程に対する大偏差原理から、Glauber-Kawasaki 過程は特定の飛躍率の場
合に相転移現象を示すことがわかる。この相転移現象をマルコフ過程の混合時間と呼ばれる量
を用いて述べることができることを明らかにした。温度が高温の場合と低温の場合ではそれぞ
れの研究手法が大きく異なるので、それぞれについて述べる。低温の場合には無限次元空間に
おける大偏差原理を用いて脱出問題を展開することが主要なアイデアである。粒子数密度が準
安定状態へと移行するためには準ポテンシャルにより記述されるポテンシャル障壁を飛び越え
る必要があることが自然に予想されるので、その解析を行う。動的な大偏差原理を用いて準安
定状態の近傍での脱出問題を展開することにより、混合時間が指数的に長いことがわかる。ま
た高温の場合には流体力学極限の方程式を解析することにより混合時間は高々対数的なオーダ
ーであることが、系の温度が十分高温である場合にはわかる。温度が臨界温度より大きい場合
に示すには、更なる解析が必要である。そのような状況も扱うためには、拡散スケールよりも
長い時間スケールで局所エルゴード定理を示す必要がある。そのためには局所的な時間スケー
ルで Glauber 力学を無視できることや、独立なランダムウォークと排他過程のカップリングを
構成する必要がある。その上でマルコフ過程の混合時間を解析する一般論やランダムウォーク
に対する幾つかの結果を援用することがこの問題を解決するための方法である。 
 
４．研究成果 
 前述の研究の方法でも述べたように、格子気体に対する粒子系密度に対して様々なスケール
極限を得ることができた。またそれらの問題を解決するための手法を与えることができた。以
下具体的に得られた研究成果を述べる。（１）遅い境界を持つ排他過程の定常状態がディリクレ
境界条件・ロビン境界条件・ノイマン境界条件をもつラプラス方程式の解に収束することを示
して、その一般的な解析手法を明らかにした。（２）Glauber-Kawasaki 過程に対して新たなエ
ントロピー不等式を示すことにより、平均曲率流がスケール極限に現れることの別証明を与え
た。またこの証明を発展させることにより、既存の研究では扱えない場合についても取り扱う
ことができることを示し、勾配型の排他過程に対しても同じ結果を得ることができた。（３）弱
非対称排他過程に対して非圧縮極限を考えることにより、Burgers 方程式を導出した。これは
既存の研究で得られていなかった新たな結果である。（４）Glauber-Kawasaki 過程が混合時間
について相転移を起こすことを明らかにした。より詳しく、系が低温の場合には混合時間は指
数的に長くなる必要があることと、系が高温の場合には混合時間は高々対数的なオーダーであ
ることを示した。また本研究課題と直接的な繋がりはないが、本研究課題を解決するために習
得した手法を基礎として、ランダムトポロジーについての成果も得ることができた。具体的に
はランダム方体複体のベッチ数に対する大数の法則・中心極限定理や、多様体上の二項点過程
のチェック複体のベッチ数に対する大数の法則などの成果を得ることができた。以上の研究成
果は既に論文としてまとめられ、いずれも査読付きの国際専門誌に掲載されている。 
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