
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成２３年 ５月 ６日現在 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要（和文）：パンルヴェ系と呼ばれる 2 階の可積分な非線形微分方程式・差分方程式の

族の理論を，系のアフィンワイル群対称性や代数幾何学的構造を駆使して構築した．その枠組みを用

いて，解として現れる超幾何函数の系列を全て決定するなど，解に関する詳細な研究成果を得た．ま

た，パンルヴェ系の理論の高階・高次元化への一般化を行った．さらに得られた結果にもとづき，離散

ソリトン系，離散微分幾何，可解カオス系，トロピカル幾何，複素力学系，ランダム行列などさまざまな

分野へ理論を展開した． 

 
研究成果の概要（英文）：Theory of the Painlevé systems, which are a certain family of second-order 
nonlinear integrable differential and difference equations, has been constructed by using the underlying 
affine Weyl group symmetries and algebraic geometric structures. Based on this framework, detaild 
studies on solutions have been carried out, such as determination of the sequence of hypergeometric 
functions arising as solutions. Also, generalizations of the theory of Painlevé systems have been 
developed to higher-order and higher-dimensional systems. Moreover, based on the results obtained 
above, the theory has been extended to various areas, such as discrete soliton equations, discrete 
differential geometry, solvable chaotic systems, tropical geometry, complex dynamical systems, and 
random matrices. 
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１．研究開始当初の背景 
20 世紀初頭にパンルヴェによって発見された 6
種のパンルヴェ微分方程式は，1970 年代に
Ising 模型の相関函数がパンルヴェ III 型方程式
の解で記述されることが見いだされて以来，可
積分系の理論の中で非線形の特殊函数を定義

する重要な方程式であることが認識されるように
なり，1980 年前後に Jimbo-Miwa，Okamoto らに
よって数学的な整備が進んだ．1990 年頃にラン
ダム行列理論の文脈でパンルヴェ方程式の離
散類似が発見され，Grammaticos-Ramani らによ
って組織的な研究が推進された．本研究の代表
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者らは超幾何型特殊解や代数解の研究から離
散パンルヴェ方程式の構造を解き明かし，
Noumi-Yamada らのアフィンワイル群の双有理表
現を駆使した構造理論を武器に，代数的な研究
が推進された．1998 年に Sakai によって 2 階の
離散パンルヴェ方程式・パンルヴェ微分方程式
（以下，パンルヴェ系と呼ぶ）の初期値空間の代
数幾何学的考察による分類理論が構築されたこ
とにより，より組織的な研究が可能になった．特
に Sakai 理論によって， 2 階のパンルヴェ系の
頂点に位置する方程式として E8

(1)型アフィンワイ
ル群対称性を持った楕円パンルヴェ方程式が
得られ，全てのパンルヴェ系はそれから退化で
得 ら れ る こ と が 明 ら か に な っ た ．
Kajiwara-Masuda-Noumi-Yamada-Ohta は 2003
年に Bäcklund 変換のなす対称性の代数的な考
察と，時間発展の代数幾何学的な特徴付けを
用いて楕円パンルヴェ方程式を考察し，特に超
幾何型特殊解として楕円超幾何函数 10E9(また
は 12V11)が現れることを見いだした．これは 2 階
の線形差分方程式で特徴付けられる性質のよ
い超幾何函数の頂点に位置するものである．こ
れを契機に 2004-2006 年に 2 階の q-パンルヴ
ェ系の超幾何型特殊解に現れる超幾何函数が
全て同定されるなど，2 階のパンルヴェ系の理解
が急速に進んだ． 
 以上の経緯の上で，22通りに分類される2階の
パンルヴェ系でまだ埋められていない部分を埋
め，枠組みの一般化（高次元化・高階化）を行い，
かつ，具体的な超幾何τ函数や離散パンルヴ
ェ系の時間発展の幾何学的な定式化などを通
じて他の分野との接点を探り，理論の新しい展
開を図るという着想が得られた． 
 
 
２．研究の目的 
6 種のパンルヴェ微分方程式を典型例とする，
有限自由度の可積分な函数方程式およびその
一般化（高階・多変数）を「パンルヴェ系」と称し，
その理論の整備・深化と得られた成果の他分野
への展開を図ることが目的である． 
 
（１）パンルヴェ系の理論の整備：坂井理論（2 階
のパンルヴェ系の代数幾何学的構造理論）で分
類された個々のパンルヴェ系について，以下の
研究を行う． 
①τ函数の理論と特殊解（超幾何解・代数解）
の研究 

②補助線形問題(Lax pair)の構成と考察 
 
（２）パンルヴェ系の理論の深化と拡張 
①パンルヴェ系（特にパンルヴェ VI 型方程式）
の複素力学系的考察による解の大域構造の研
究 

②パンルヴェ系の高階化，階層構造，多変数化 
 
（３）パンルヴェ系の理論の展開：パンルヴェ微

分方程式だけでなく，離散パンルヴェ系それ自
身やそれらの研究から得られた概念・手法を他
分野へ展開し，新しい知見を加えること． 
① 非自励離散可積分系への応用 
② q-UC 階層など新しい可積分系理論の展開 
③ 可解カオス系とトロピカル幾何への応用 
④ ランダム行列理論やさまざまな確率モデルへ

の応用 
 
 
３．研究の方法 
上記の目的を達成するために，以下のような組
織を構成して研究を行った． 
（１）研究の総括：梶原 
（２）パンルヴェ系の理論の整備：主に 2 階のパ
ンルヴェ系に関して，代数的・幾何学的な手法
を用いて，アフィンワイル群の双有理表現を用
いた定式化と解の構築，また代数幾何学的考
察から Lax pair を構成する．担当：梶原，増
田，野海，山田，津田 

（３）パンルヴェ系の理論の深化と拡張：リーマ
ン・ヒルベルト対応を通じたパンルヴェ方程式
の複素力学系的研究を行い，また，パンルヴェ
系の高階化や高次元化の研究を行う．担当：
岩崎，坂井，津田 

（４）パンルヴェ系の理論の展開：以上で得られ
た結果と他分野の接点を探り，パンルヴェ系の
理論の展開を図る．担当：梶原，津田，白井 

 
 
４．研究成果 
(1)パンルヴェ系の理論と整備 
①E 型アフィンワイル群対称性を持つ離散パン
ルヴェ方程式の超幾何解を構成した．これで，
超幾何解を持つとされる全ての 2 階のパンルヴ
ェ系について，解として現れる超幾何函数が全
て同定されたことになる．E 型アフィンワイル群
対称性を持つパンルヴェ系について，アフィン
ワイル群の作用と整合的な超幾何τ函数を完
全に決定した． 

②離散パンルヴェ方程式に対して「対称化」と呼
ばれる特殊化を施して得られる方程式を考察
した．この操作で得られる方程式については，
解として現れる超幾何函数が特殊化前と異な
ること，また，τ函数の行列式構造に非対称性
が現れることが知られており，1990 年代前半の
離散パンルヴェ系の研究初期から謎とされて
いた．この問題について，方程式に作用するア
フィンワイル群のτ函数のレベルでの双有理
表現を用いて詳細に考察し，それらの現象のメ
カニズムを解明した．また，対称化の一般化し
て「射影簡約」の概念を提案した． 

③補助線形問題については，代数幾何学的な
定式化によって，2 階パンルヴェ系の頂点に位
置する「楕円パンルヴェ方程式」の Lax pair の
具体的な構成に成功し，決定的な結果を得
た． 



 

 

(2) パンルヴェ系の理論の深化と拡張 
①パンルヴェ VI 型方程式について，リーマン・ヒ
ルベルト対応を通じて複素力学系的・代数幾
何学的な考察によって代数解の大域的な構造
を詳細に明らかにした．また，方程式に付随す
る有理曲面上のエントロピー正の離散力学系
を考察し，孤立周期解の個数の具体的な計算
を行い，またマルコフ・パンルヴェ超越函数の
概念を通じて数論的な対象への展開を行っ
た． 

②UC 階層の相似簡約により，パンルヴェ系・ガ
ルニエ系の一般化を与えるある種のシュレジン
ガ−系を得て，超幾何解の構成に成功した． 

③4 階のパンルヴェ型微分方程式に対して初期
値空間の代数幾何学的観点から考察を行い，
それらの完全な分類を与えた． 

 
(3) パンルヴェ系の理論の展開 
①q-UC 階層とその有理解の理論を定式化し，
相似簡約で q-パンルヴェ系とその有理解を普
遍指標の特殊化として得た． 

②パンルヴェ系の研究で得られた手法を応用し
て，離散ソリトン系の不均一格子上への組織的
な拡張に成功し，現在その成果を離散微分幾
何に展開中である． 

③本研究で得られたパンルヴェ系の代数幾何
学的理論にヒントを得て，可解カオス系および
その一般解の超離散化に成功し，区分線形可
解カオス系の背後のトロピカル幾何の構造を明
らかにした．超離散化としては，「負号の問題」
を克服した初めての非自明な例であろう． 

④さまざまな積分核から定まるランダム行列やそ
れに付随する行列式点過程の研究を推進し，
中心極限定理など確率論的な性質を詳細に
議論した． 
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