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研究成果の概要（和文）：非可換幾何の枠組の下に、葉層構造が関与する指数定理と境界付多様

体上での指数定理の一般化を行った．とくに「捩れＫ理論」や「コサイクルで捩った C＊群環」

をとりあげ，この概念が関与する指数定理の導出を探った．とくに「K-aspherical」という条

件の下で捩った C＊群環のＫ群に値をとる指数定理を確立し、複素多様体の算術種数に関するい

くつかの不等式評価を導いた．また Atiyah-Patodi-Singer 指数定理を非可換幾何の枠組で定

式化し、無限次被覆空間や境界付多様体上の葉層構造に対する拡張を行った.これよりエータ不

変量のみならず高次エータ不変量も相対巡回コホモロジーと相対 K 群のペアリングとして解釈

することが可能となり、エータ不変量の幾何学的意義がより明確になった． 

 
研究成果の概要（英文）：The objective in this project of research is a generalization of 
the Atiyah-Singer Index Theorem from the viewpoint of Noncommutative Geometry, in 
situations such as foliated manifolds and manifolds with boundary. We focused on tow 
notions, the twisted K-theory and the group C*-algebras twisted by cocycles, and sought 
for Atiyah-Singer type index theorems related to them. We first established a 
Atiyah-Singer type index theorem for a twisted group C*-algebras of the fundamental group 
on K-aspherical kaehler manifolds, and obtained certain inequalities on the arithmetic 
genera of complex manifolds, which is related to the vanishing theorem due to Green and 
Lazarsfeld.  Second we formulated the Atiyha-Patodi-Singer index theorem in the 
framework of Noncommutative Geometry and extended the theorem in the cases of covering 
space with infinite degree and foliated manifold with boundary. This formulation provide 
us with an interpretation of the eta invariant including the higher one, as a pairing 
of relative cyclic cohomology and relative K-theory, which makes even clearer the 
geometric significance of eta invariants.  
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１．研究開始当初の背景 

非可換幾何学とは，1980 年代後半に A. 

Connes により提唱された幾何学の新しい枠

組である．この枠組は微分幾何学・位相幾何

学・作用素環論・エルゴード理論・大域解析

学にまたがる広い分野に大きな刺激を与え

ており，さらに素粒子論においてもその応用

が活発に研究されている．この非可換幾何学

の 中 核 を 占 め る 研 究 対 象 の 一 つ に

Atiyah-Singer 指数定理がある．この定理は，

多様体の幾何不変量と解析不変量の深い関

連性を導く美しい定理であり，さらに性質の

全く異なる二つの不変量を結びつけている

点で著しく有用性が高い． そして Connes は

Ｋ理論・巡回コホモロジー群などの新手法を

非可換幾何学に導入して，葉層多様体など従

来の幾何手法では扱い難かった対象へ指数

定理を拡張した．しかし研究開始当初時は、

この方向への研究の大半は一般論に留って

おり，幾何学が扱う多様な対象に即した詳細

な研究は国内外においても数少ない状況で

あった．非可換幾何学に関して，幾何学から

素粒子論にわたる分野に革新的展開をもた

らす潜在能力に疑問の余地はないものの，そ

の将来性と実効性を確かめるためには，具体

例に即した精緻な検証が不可欠と考えられ

た． 

 

２．研究の目的 

非可換幾何の枠組の下に、捩れＫ理論やコサ

イクルで捩った C* 群環をとりあげ，この概

念が関与する指数定理の導出を探る．捩れＫ

理論やコサイクルで捩った C* 群環などは，

基本群の大きい多様体に対して興味深い振

舞いをするので，このような多様体に上記の

指数定理を具体的に検証することが目標の

ひとつとなる．さらに境界付多様体上の葉層

構造に関する指数定理へ指数定理を一般化

すること、同時に対応するエータ不変量の概

念を非可換幾何の立場で明確化することも

目的のひとつである． 

 

３．研究の方法 

まず、研究の予備段階として本研究目的の周

辺分野における基礎知識の充足を図った．そ

のため関連する主題の研究集会へ積極的に

参加して専門家と討論を行った．また専門家

と個別に研究連絡も行った．このために国内

旅費・外国旅費・謝金等の経費を使用した．

さらに葉層多様体上の指数定理や解析的二

次不変量が関わる指数定理の拡張について、

専門家を交えた密接な研究連絡を行った．ま

た必要となる文献を整備し，指数的理の研究

に資する環境を整備した．資料整理にはノー

トパソコンとその関連機器を拡張した． 

 

４．研究成果 

(1)コンパクト複素多様体において、Gromov 

により導入された「ケーラー双曲的」という

概 念 が あ る ． こ の 概 念 を 緩 め た

「K-aspherical」という条件の下では、ケー

ラー型式を普遍被覆空間上に引き戻すと完

全型式であり、従って対応する基本群の 2-

コサイクルで捩った C＊群環を考えることが

できる．この C＊群環のＫ群に値をとる指数定

理 を 確 立 し 、 代 数 幾 何 に お け る 

Green-Lazarsfeld の消滅定理に関連して、

複素多様体の算術種数に関するいくつかの

不等式評価を導いた． 

(2) Atiyah-Patodi-Singer 指数定理を非可

換幾何の枠組で定式化し、無限次被覆空間や

境界付多様体上の葉層構造に対する拡張を

行った. さらにこの定理を高次元の葉を持

つ葉層多様体に拡張した（P. Piazza との共

同研究）．これよりエータ不変量のみならず

高次エータ不変量も相対巡回コホモロジー

と相対 K群のペアリングとして解釈すること

が可能となり、エータ不変量の幾何学的意義

がより明確になった． 
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