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研究成果の概要（和文）： 
「可積分系」は「解ける」数理モデルの総称であり，多くの場合は微分方程式であるが，確率
分布や確率過程として定式化されることもある．可積分系は系統的な方法で解くことができる
だけでなく，しばしばその背後に豊かな数学的構造を備えている点でも興味深い対象である．
本研究課題では 2000 年以降の数理物理の中から新たな題材を探り，可積分系固有の問題やゲ
ージ理論・弦理論への応用に関して今後の新たな研究につながると期待されるいくつかの成果
を得た． 
 
研究成果の概要（英文）： 
"Integrable systems" is a collective name for "solvable" mathematical  
models.  They are mostly a differential equation, but some cases are  
formulated as a probability distribution or a stochastic process.  Integrable systems are 
interesting not only because they can be solved  
by a systematic method, but also remarkable for rich mathematical structures hidden 
behind.  In this research project, we sought for  
new material in mathematical physics after 2000, and obtained  
several results on integrable systems themselves and on their applications 
to gauge theory and string theory.  These results are expected to  
lead to new research.   
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１．研究開始当初の背景 
 
可積分系の現代的研究はもともと非線形波
動などの数理物理の問題を扱うために始ま
ったが，数学において独立した研究分野とな
った後も，数理物理と密接な関係を保ちつつ
発展している．たとえば１９８０年代に登場
した無限次元グラスマン多様体や無限次元
リー代数を駆使する方法は１９９０年代に
数理物理のランダム行列，弦理論，位相的場
の理論，超対称場の理論などの研究に取り入
れられて，それらの飛躍的発展に貢献した．
そこから逆に可積分系研究に対しても新た
な知見や研究課題がもたらされた．２０００
年以降はランダム分割，ランダム平面分割，
ＡＳＥＰ，無衝突ランダムウオークなどの離
散的・組み合わせ論的構造に基づく模型がゲ
ージ理論，弦理論，非平衡統計力学の研究に
おいて注目を集めており，本研究の開始まで
には，戸田階層などの可積分系との接点も少
しずつ見出されつつあった．また，２０００
年頃にある種の界面成長の模型と無分散戸
田階層との関連が指摘されたことが契機と
なって，無分散可積分系が新たな観点から研
究されるようになり，研究代表者らも数年に
わたって関連する研究を続けていた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，研究代表者らが従来行ってきた
研究をさらに発展させる一方で，統計力学や
確率過程などから新しい題材も積極的に取
り入れて，可積分系と数理物理の新たな関連
を追及することをめざした．具体的には次の
ような項目を目標とした． 
 
(1) 無分散可積分系に対してより深い理解や
新たな応用をめざす．たとえば，解空間全体
を幾何学的に捉える枠組を探す．また，その
ような枠組みの中で方程式の対称性を用い
て特殊解を特徴づける． 
 
(2) 一般のルート系に付随するカロジェロ系
に対して，ラックス表示の幾何学的意味や高
次時間発展の取り扱いなど，未解明の問題に
取り組む． 
 
(3) ランダム平面分割，非交叉ランダムウオ
ーク，レヴナー方程式などを題材にして，可
積分系と確率過程との関わりを追求する． 
 
(4) スペクトル曲線やロンキン函数などに注

目しながら，トーラス上のダイマー模型と可
積分系との関連を探る． 
 
３．研究の方法 
 
(1)無分散可積分系の研究においては，ラッ
クス形式よりも無分散広田方程式やフェイ
型等式を基本的な枠組として用いた．無分散
広田方程式は通常の可積分系における広田
方程式の対応物であるが，正確に言えば広田
方程式そのものではなくて，フェイ型等式か
ら一種の極限操作（無分散極限あるいは準古
典極限）によって得られるものである．この
ような無分散広田方程式やフェイ型等式を
用いて，Ｄ型可積分階層の無分散極限やウィ
ッタム階層の有限変数簡約（ホドグラフ解
法）などの問題を考察した． 
 
(2) ランダム平面分割（溶解結晶模型）の研
究においては，分配函数のフェルミオン表示
を通じて１次元戸田階層との関係を明らか
にするとともに，熱力学極限においても無分
散可積分系との関連を念頭に置きつつ考察
を行った．戸田階層との関係を明らかにする
過程で分配函数のフェルミオン表示の背後
に量子トーラス代数が隠れていることを見
出した．この量子トーラス代数を手がかりに
して模型の隠れた対称性や一般化を考察し
た．さらに，球面のフルヴィッツ数の母函数
とその一種のｑ変形においても類似の対称
性構造があることに注目した． 
 
(3) 可積分階層の研究の新たな題材として，
カーレット，ドゥブロビン，チャンが定式化
した拡張戸田階層（１次元戸田階層の対数的
時間発展による拡張）を取り上げて，双線形
形式などの問題を考察した．双線形形式につ
いてはミラノフによる定式化が知られてい
るが，それが 1次元戸田階層のいわゆる２＋
１次元拡張と似ていることに注目して，２＋
１次元拡張の観点からラックス形式も含め
て系の構造の見直しを行った．同様の観点か
らアブロヴィッツ・ラディック階層などに対
数的時間発展を導入することを考えた． 
 
(4) 無分散可積分系の解空間全体を記述す
る試みとして，テオが無分散戸田階層に対し
て等角写像の観点から導入したの非退化解
（解空間の一般の位置にある解）の概念に注
目し，それを種数０の普遍ウィッタム階層に
一般化することを考えた．さらに，アドラー
とファンメルベクが戸田階層のランダム行



列解に（双直交多項式系を伴う）変種として
考察した解から無分散極限によってテオの
非退化解が得られる，ということに気がつき，
その多成分化からの無分散極限として種数
０の普遍ウィッタム階層の非退化解を特徴
付けることを試みた． 
 
(5) エナールとオランタンがランダム行列
に対して近年さかんに位相的展開（行列のサ
イズなどに関する展開で，各項はある種のグ
ラフによる表示をもつ）を論じているが，そ
れらの模型の分配函数はＫＰ階層や戸田階
層の解（タウ函数）とみなせる．そこで，Ｋ
Ｐ階層や戸田階層の解に対して直接に準古
典展開を行うことを試みた．この展開の最低
次の項は無分散ＫＰ階層や無分散戸田階層
の解であり，そこから出発して順次高次の項
を構成することが期待された． 
 
４．研究成果 
 
(1) 種数０の普遍ウィッタム階層の有限変
数簡約（ホドグラフ解法）を考察し，無分散
広田方程式やレヴナー型方程式との関係を
明らかにした（論文９，学会発表６）．また，
Ｄ型可積分階層の一つであるパフ・戸田階層
に対して，補助線形問題とフェイ型等式の関
係や無分散極限において得られる方程式の
構造を明らかにした（論文２，学会発表５）．
これらの成果によって，フェイ型等式とその
無分散極限の重要性が改めて確認されると
ともに，無分散極限におけるＤ型可積分階層
とＡ型可積分階層（KP 階層や戸田階層など）
との違いが明確になった． 
 
(2) 溶解結晶模型の分配函数のフェルミオ
ン表示に量子トーラス代数の構造が隠れて
いることを見出し，それを利用して，外部ポ
テンシャルを導入した分配函数が１次元戸
田階層タウ函数と見なせることを示した（論
文５，学会発表８）．また，この模型を少し
変形した模型では１次元戸田階層と異なる
戸田型可積分階層が現れることを見出した
（論文３，学会発表４，１）．さらに，前述
の外部ポテンシャルが５次元 U(1)超対称ゲ
ージ理論のウィルソンループに対応するこ
とを指摘するとともに，溶解結晶模型の熱力
学極限から５次元超対称ゲージ理論サイバ
ーグ・ウィッテン曲線を導出した（論文４）．
この熱力学極限は戸田階層の無分散極限に
対応しているはずであり，その観点からサイ
バーグ・ウィッテン曲線の出現を説明するこ
とが望まれる．同様の意味で，フルヴィッツ
数の母函数にはランベルトのＷ函数で定義
される曲線が付随しているものと期待され
る． 
 

(3) １次元戸田階層の対数的時間発展と２
＋１次元拡張の関係を明らかにして，ミラノ
フの双線形形式の奇妙な構造が２＋１次元
拡張の観点から明快に説明できることを指
摘した（論文１）．これを手がかりにして，
アブロヴィッツ・ラディック階層に対しても
対数的時間発展による拡張と２＋１次元拡
張を論じた（学会発表２）．これらの結果は
多成分系にも一般化できるものと期待され
る．対数的時間発展はもともと量子コホモロ
ジーやフロベニウス多様体の研究に起源を
もつものであり，アブロヴィッツ・ラディッ
ク階層や多成分系への拡張がそのような観
点でどのような意味をもつかは興味ある問
題である． 
 
(4) 無分散戸田階層の非退化解の概念を種
数０のウィッタム階層に拡張し，等角写像の
組の空間の一種の周期写像を用いてその構
成法を与えた（論文投稿中）．これは種数０
のウィッタム階層に対して幾何学的観点か
ら一般解の記述を与えるものであり，無分散
可積分系に関する当初の重要な目的の一つ
を達成したものと言うことができる．この解
と多重双直交多項式系との関係も明らかに
なりつつある． 
 
(5) ＫＰ階層の解の準古典展開を一般的に
定式化し，展開の最低次の項が無分散ＫＰ階
層の解として与えられれば，高次の項が一種
の漸化式（微分方程式）によって順次構成で
きる，ということを示した（論文投稿中）．
戸田階層についても同様の結果が得られて
いる（論文準備中）．今後はすでに知られて
いるさまざまな特殊解や有限変数簡約との
関係を探ることが重要な課題となる． 
 
(6) 以上の成果以外にも，量子可積分系や確
率過程に関する成果（論文６，７，１０，１
１，１３，１４，学会発表３），シューベル
トカルキュラスに関する成果（論文８，学会
発表７，９，１０），シューア函数に関する
成果（論文１２）を得た． 
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