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研究成果の概要（和文）：リーマン面 Xとその上の単純閉測地線 Cでθ-graftingして得られる
リーマン面 Yのタイヒミュラー距離を評価した。その応用として(1,1)型の regular b-群の等角
境界と凸核境界のタイヒミュラー距離を評価し、K=2予想の反例を具体的に構成した。また単
純閉測地線に関する長さ関数を用いて、２次元と３次元のタイヒミュラー空間のサーストン・

コンパクト化を、有限次元実射影空間内の凸多面体として実現した。 
 
 
研究成果の概要（英文）：We estimate the Teichmuller distance between Riemann surfaces 
X and Y which is obtained from X byθ-grafting along a simple closed geodesic C. As an 
application we estimate the Teichmuller distance between the conformal boundary and 
the convex core boundary of some regular b-groups of type (1,1) one of which gives a 
counterexample of K=2 conjecture. Also by means of geodesic length functions, we 
realize Teichmuller spaces of dimension 2 and 3 as convex polyhedron in real projective 
spaces. 
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１．研究開始当初の背景 
 
クライン群のプリーツ不変量に関する先駆
的な仕事として Keen と  Series による 
(1,1)型の終端 b-群の変形空間のプリーツ座
標の構成がある。 (1,1)型の終端 b-群 G か
ら定まるリーマン面 D/G は１点穴空きトー
ラスになり、その等角構造の変形空間は１次
元のタイヒミュラー空間である。この空間は 

Gの擬等角変形空間と同一視できて、マスキ
ット・スライスと呼ばれている。 
リーマン面 D/G のプリーツ不変量がこの空
間の大域的な座標になることを示したのが 
彼らの主結果であった。このようにプリーツ
不変量を用いたタイヒミュラー空間の大域
的座標をプリーツ座標という。 
その後このプリーツ不変量の理論を他のク
ライン群で考察する研究が行われてきた。 
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１次元のタイヒミュラー空間におけるプリ
ーツ座標については、マスキット・スライス
とライリー・スライスに関しては Keen と
Series が、ケーベ・スライスについては 
Parkkonen がプリーツ座標の存在を示した。 
アール・スライスのプリーツ座標については
研究代表者である小森により、論文（Y.	 
Komori and C. Series,Pleating coordinates 
for the Earle embedding, Ann. Fac. de Sci. 
de Toulouse, X(2001),69-105.）  
において、その境界の位相的性質については
論文（Y. Komori, On the boundary of the 
Earle slice for punctured torusgroups,Lond. 
Math. Soc. Lec. Notes. 299 (2003), 
293-304.）において調べられた。 
さらにベアス・スライスのプリーツ座標につ
いては論文（Y. Komori and T. Sugawa, 
Bers embedding of the Teichm¥"{u}ller 
space of a once-punctured torus, 
Conform. Geom. Dyn.   8  (2004),  
115-142.）において、その境界の位相的性質
については論文（Y. Komori, T. Sugawa, M. 
Wada and Y. Yamashita,Drawing Bers 
embeddings of the Teichm¥"{u}ller space of  
once-puncturedtori,Experimental 
Mathematics, Vol. 15 (2006), No.1, 51-60.）
において調べられた。連携研究者の宮地は論
文 （ H. Miyachi, Cusps in complex 
boundaries of one-dimensional 
Teichm¥"{u}ller space,Conform. Geom. 
Dyn. 7 (2003), 103--151.）において上記のス
ライスの境界のフラクタル的性質について
調べた。１点穴空きトーラス群の終端不変量
については Minskyが、フォード基本領域の
組み合わせ構造については Jorgensen 及び、
連携研究者の作間がプリーツ不変量との関
連を込めて調べていた。しかしいずれの結果
も１点穴空きトーラスのタイヒミュラー空
間という、複素１次元のタイヒミュラー空間
の話であり、より一般の (g,n) 型のリーマン
面の変形空間である高次元のタイヒミュラ
ー空間でプリーツ座標を考えることは未解
決の問題であった。 
クライン群のプリーツ不変量の別の応用と
して、不連続領域への等角な作用と凸閉包の
境界への等長な作用のそれぞれから得られ
るリーマン面の間のタイヒミュラー距離を
評価する問題が考えられる。２００３年から
の Charles Matthewsとの共同研究で小森は、
Keen と Series が調べた(1,1)型の終端 b-群
とそのプリーツ不変量を用いると、このタイ
ヒミュラー距離が log 2以上になる例が構成
できた。これは長年未解決だった Thurston 
の  K=2 予想の反例を与えており論文（Y. 
Komori and C.Matthews, An explicit 
counterexample of the equivariant K=2 
conjecture,Conform. Geom. Dyn. 10  

(2006), 184-196. ）で発表した。この問題で
は終端 b-群で一意化される１点穴空きトー
ラスの周期を数値計算する必要があったが、
２００５年にローザンヌで開催されたネバ
リンナ・コロキウムに参加した際 Buser と
Silhol 両氏と直接議論することで、彼らの超
楕円曲線の周期の数値計算の理論が、一般の 
(g,n)型の終端 b-群で Thurston の K=2 予
想の反例を探す手がかりになることが分か
った。 
 
 
２．研究の目的 
 
クライン群 Gとは PSL(2,C)の離散部分群で
あり、一次分数変換によってリーマン球面に
等角に作用する。Gが単連結な不連続領域 D
を持つとすると、商空間 D/G は D の等角構
造からリーマン面になる。一方リーマン球面
を理想境界とする双曲３次元空間 H^3 を考
えると、G はポアンカレ拡張によって H^3
に等長的に作用する。ここでリーマン球面に
おける G の極限集合の、H^3 における凸閉
包 C の境界 partial C を考える。すると
partial Cは H^3からの誘導距離により双曲
平面と等長になるので、商空間 partial C/G
は partial C の双曲構造からリーマン面にな
る。このようにして得られた２つのリーマン
面 D/Gと partial C/Gは同相で、特に種数が 
g で穴の数が n とすると、(g,n) 型のリーマ
ン面のタイヒミューラー空間の２点を表す
ことになる。この２点間の距離を評価するこ
とは重要な問題である。また partial C は双
曲曲面の構造を持つが、一般には H^3 の測
地線層に沿って折れ曲がったプリーツ面に
なっている。この測地線層をクライン群 Gの
プリーツ不変量という。つまりリーマン面
partial C/G 上には、折れ曲がった角度を測
度とする、測度付き測地線層の構造が付加さ
れている。広いクラスの Gにおいては、リー
マン面 partial C/Gの等角構造から Gが決ま
る。よって Gのプリーツ不変量からリーマン
面 partial C/Gの等角構造を特徴づけること
は重要な問題である。 
以上より本研究課題の目標として次の２つ
の問題を考察した。 
（１）クライン群 Gから定まる２つのリーマ
ン面 Omega/Gと partial C/Gの違いの評価。 
（２）クライン群 Gのプリーツ不変量による
リーマン面 partial C/Gの等角構造の決定。 
 
 
３．研究の方法 
	 
関数論、低次元トポロジー、双曲幾何など
種々の分野が相互に交差している課題なの
で、最も重要なことは連携研究者が各自の専



門知識を生かして相互に緊密な研究協力を
行うことである。そのために、具体的な研究
計画・方法として以下のことを行った。	 
	 
（１）(g,n)	 型の終端	 b-群の変形空間（マ
スキット・スライス）のプリーツ座標の構成	 
については、マスキット・スライスに精通し
ている今吉、小森、宮地が担当した。	 
	 
（２）(g,n)	 型の終端	 b-群における	 
Thurston	 の	 K=2	 予想の反例の具体的構成
については、すでに	 (1,1)	 型で結果を得て
いる小森がオクラホマ州立大学 C.Matthews	 
を研究協力者として担当した。また一般の
(g,n)型の研究にはスイス	 EPFL	 の	 P.Buser	 
とフランス・モンペリエ大学の	 R.Silhol	 両
氏による実超楕円曲線の周期の数値計算が
有効であることが分かってきた。	 
	 
（３）擬フックス空間の正則切断から定まる
タイヒミュラー空間のプリーツ座標の構成
については、まずはベアス・スライスが考察
対象である。そのためには擬等角写像、特に	 
タイヒミュラー写像に関する知識と経験が
重要になると思われるので、今吉、佐官、須
川が中心となって研究を行った。	 
	 
（４）変形空間の境界のフラクタル幾何につ
いては１次元の場合にカスプの状況を決定
した宮地が主に担当した。ハウスドルフ次元
の評価が考察できる可能性もあるので、	 
複素力学系の知識のある小森と須川も担当
した。	 
	 
（５）タイヒミュラー空間の可視化について
はコンピュータグラフィックの知識が不可
欠なので、１次元のベアス・スライスの場合
の経験を生かして須川と山下が担当した。	 
	 
	 
４．研究成果	 
 
本研究の主目的は「凸核の境界」という双 
曲構造と「不連続領域」という等角構造と
の 間の相互関係を追求することであった。
以下に 具体的な課題についての成果を箇
条書きする。  
（１）(g,n) 型の終端 b-群の変形空間(マス 
キット・スライス)のプリーツ座標の構成。 
この課題は高次元の空間を扱うため未だ一 
般論が展開できずにいたのだが、プリーツ
座標というタイヒミュラー空間の幾何的な
座標の研究を高次元タイヒミュラー空間で
扱う課程で、タイヒ ミュラー空間のサース
トンコンパクト化の有限次元での実現問題
を考察した。リーマン 面の双曲計量に関す
る測地線の長さをタイヒミュラー空間上の

関数(長さ関数)と考え 、すべての単純閉測
地線の長さ関数の比を用いて、タイヒミュ
ラー空間を無限次元実射 影空間に相対コ
ンパクトに埋め込むことができる。この無
限次元実射影空間内でのタイ ヒミュラー
空間のコンパクト化をサーストンコンパク
ト化という。サーストンコンパク ト化は有
限次元の円板であるのに対し、それが実現
されている土台の実射影空間は無限 次元
なので、サーストンコンパクト化の幾何構
造を解析するのは未だに難しい問題である。
そこで次の問いが考えられる:「有限個の単
純閉測地線の長さ関数の比を用いて、 タイ
ヒミュラー空間を有限次元実射影空間の領
域として実現し、さらにその境界がサー ス
トン境界と一致するようにできるか。」この
問いに対し、今年度タイヒミュラー空間 の
次元が 2次元と 3次元の場合に肯定的に問
題を解決することができた。この結果はフ 
リブール大学(スイス)のGendulpheとの共
同研究で、大阪市立大学数学研究所プレプ
リ ントにまとめた。日本数学会の函数論分
科会、および Oberwolfach 研究所(ドイツ)
でのタイヒミュラー理論の研究集会でも招
待講演を行った。 
 
（２） (g,n)型の終端  b-群における 
Thurston の K=2 予想の反例の具体的構
成。この課題 については 2007年にモンペ
リエ大学を 訪問した際に Silhol 教授と
議論をした結果 を論文で発表した。一部近
似計算を用いる箇所があり、その部分が理
論化できるか検討を行った。 
 
（３）擬フックス空間の正則切断から定ま
る タイヒミュラー空間のプリーツ座標の
構成。 この課題についてはベアス・マスキ
ット ス ライスのプリーツ座標の構成につ
いて Parkonen 氏との共同研究を論文で
発表し た。その後マスキット・スライスへ
の退化と の関係を連携研究者の山下と調
べて、フリブール大学での双曲体積の国際
集会で発表した。 
 
（４）変形空間の境界挙動については１次
元の場合にカスプの状況を決定した連帯研
究者の宮地がさらなる考察を進めた。しか
しハウスドルフ次元の評価など定量的な結
果を得ることは今後の課題として残った。 
 
 （５）プリーツ多様体の構造とタイヒミュ
ラ ー空間の可視化。この課題については、
リーマン面の正則族の可視化に取り組み、
具体的には位数 2 の自己同型を持つ種数 2
のリーマン面の正則族の構成とその正則切
断の決定ができ論文として発表した。大阪
市立大学で開催された国際学術シンポジウ



ム「リーマン面，調和写像と可視化」にお
いて新たな可視化のアプローチが内外の研
究者から数多く提示され、小森は組織委員
として集会に深く関わる事により、多くの
アイデアと意見交換を参加者と行なう事が
できた。 
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