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研究成果の概要（和文）：曲面上の各点における法線方向に依存するエネルギーの曲面上での総

和（積分）を非等方的表面エネルギーと呼ぶ。本研究では、同じ体積を囲む曲面の中での非等

方的表面エネルギーの臨界点（以下では CAMC 曲面と呼ぶ）についての研究を行った。まず、

平行な二平面上に自由境界をもつ CAMC 曲面の幾何学的性質とエネルギー極小性について多

くの研究成果を得た。また、3 次元ユークリッド空間内の種数 0 の CAMC 閉曲面は相似と平行

移動を除き一意的であることを証明した。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied equilibrium surfaces for anisotropic surface energy with 
volume constraint (CAMC surfaces). We obtained many important results about geometry 
and stability for CAMC surfaces with free boundary on two parallel planes. Moreover, we 
proved a uniqueness theorem for closed CAMC surfaces.  
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１．研究開始当初の背景 
 幾何学における最も重要な研究課題の一
つとして、幾何学的変分問題の解についての
研究がある。その中で、曲面に関する最も基
本的な研究対象は、極小曲面と平均曲率一定

曲面(以下、CMC 曲面と記す)である。前者は
面積の臨界点、後者は体積を変えない変分に
対する面積の臨界点であり、18 世紀後半より
現在に至るまで活発に研究されてきた。とこ
ろが、たとえば結晶のように異方性を持つ物
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質の形状については、エネルギーとして面積
汎関数を考えるだけでは十分でなく、より一
般のエネルギーの臨界点として捉える必要
がある。そこで、曲面上の各点における法線
方向に依存するエネルギーの曲面上での総
和（積分）を非等方的表面エネルギーと呼ぶ。
物理的にも自然な変分問題は、「体積一定」
なる付加的条件のもとでの非等方的表面エ
ネルギーの極小問題である。臨界点は、ある
種の重み付き曲率が至る所一定であるよう
な曲面であり、非等方的平均曲率一定曲面
（以下ではCAMC曲面と記す）と呼ばれる。
CAMC 曲面は、極小曲面や CMC 曲面の一般
化となっている。CAMC 曲面は、体積を保つ
変分に対する非等方的表面エネルギーの第 2
変分が非負であるとき安定であるといわれ
る。また、同じ体積を囲む閉曲面の中でのエ
ネルギー最小解は Wulff 図形と呼ばれる凸曲
面となることが知られており、特にエネルギ
ー汎関数が面積の場合は Wulff 図形は球面で
ある。 
 CAMC 曲面についての研究としては、従来、
幾何学的測度論を用いたエネルギー最小解
の存在と一意性に関する研究、解析的な手法
による CMC 曲面や極小曲面の一般化として
の研究等があった。一方、非等方的曲率流方
程式の研究が儀我美一氏他、国内外の多くの
研究者によって活発に行われている。曲面の
非等方性は形態形成に重要な役割を果たす
ので、この分野は学際的に取り上げられてい
る。とはいえ、この分野においては、1 次元
低い平面曲線についての研究は比較的進ん
でいるが、曲面の場合の研究はまだ始まって
間もないと見ることができる。 ( 安定
な)CAMC 曲面は、非等方的曲率流方程式の
解の極限を与える候補ともなり、その性質を
研究することは、この意味でも重要である。
さて、CAMC 曲面の幾何学的な研究もまた比
較的未開拓の分野であったが、近年、とりわ
け小磯深幸-Bennett Palmer により、新たな
発展をみた。小磯-Palmer は、Gauss 写像の
除外集合についての研究成果、自由境界問題
の安定解の幾何学的特徴付け、存在、一意性
についての研究成果等、CMC 曲面の場合で
すら知られていなかったいくつかの重要な
結果を得た。 
 このような背景のもと、さらにこの分野の
研究を進展させ、より一般の変分問題に応用
可能な一般的・普遍的な理論の構築へと発展
させると共に、一般的・普遍的な観点から問
題の本質を抽出することにより、既知の方法
や結果の単なる一般化ではなく、CMC 曲面
のような基本的な研究対象についてもまだ
知られていない真に新しい結果が得られる
と期待された。また、得られた結果の、数学
のみでなく、物理学や工学その他の分野への
応用の可能性も期待された。 

 
２．研究の目的 
(1) 平行な二平面上に自由境界を持つ埋め込
まれた曲面について、「体積一定」のもとで
の「非等方的表面エネルギー＋自由境界での
濡れエネルギー」の臨界点について、未解決
である濡れエネルギーが負である場合につ
いて研究し、安定解の幾何学的特徴付け、存
在、一意性を解明する。 
(2) CMC 曲面に対する Delaunay の定理を
CAMC 回転面、CAMC 回転超曲面に対して
一般化し、それを用いることにより、回転対
称性をもつ凸閉超曲面への調和写像の例を
構成する。 
(3) 境界成分の個数が 2 以上で、それぞれが
単純である場合について、C(A)MC 曲面の存
在と一意性を明らかにする。 
(4) 上記の研究をとおして、より一般の変分
問題に応用可能な一般的・普遍的な理論や方
法を構築することを目指す。 
 
３．研究の方法 
 研究分担者（連携協力者）や研究協力者と
は、電子メールや会合の機会を通して議論を
行った。 
 研究に用いた手法は、微分幾何学的方法、
位相幾何学的方法、微分方程式の解の存在と
一意性、楕円型偏微分方程式の解に対する最
大値原理（あるいは比較原理）、自己共役楕
円型微分作用素に対する固有値問題（ディリ
クレ境界条件、ノイマン境界条件、混合境界
条件）、関数解析、バナッハ空間上の汎関数
の一助変数族の成す方程式の解に対する分
岐理論、等周問題における対称化法、その他
多岐にわたる。また、研究代表者・小磯によ
る CMC 曲面やその一般化に対する摂動と安
定性の判定法、小磯-Palmer による CAMC
回転面の表現公式、平行な二平面上に自由境
界をもつ曲面に対する「非等方的表面エネル
ギー＋支持平面での濡れエネルギー」の臨界
点の安定性の判定、安定解の存在と一意性に
ついての結果も有効に用いた。さらに、結果
の予想のために計算機による数値計算を用
いた課題もある。 
 
４．研究成果 
(1) 平行な二平面上に自由境界をもつ曲面に
ついて、「体積一定」のもとでの「非等方的
表面エネルギー＋支持平面での濡れエネル
ギー＋曲面の境界の line tension」の臨界点
について研究し、次の結果を始めとする多く
研究成果を得た。 
① 非等方的表面エネルギー密度が回転対

称であり、line tension が非負の場合に
は、最大値原理の応用により、自己交差
をもたない臨界点は回転対称となるこ
とを証明した。 



 

 

② 非等方的表面エネルギー密度が回転対
称とは限らないより一般の場合につい
て、line tension が正の場合にはシュワ
ルツ対称化が適用できることを証明し、
このことを用いて、臨界点の安定性を判
定する方法を得た。 

(2) 平面曲線の輪転曲線としての特徴付けに
ついての新しい方法を得、CMC 回転面に関
する古典的な Delaunay の定理を一般化した。
さらに、それを用いて、回転対称な非等方的
表面エネルギーに対する CAMC 回転面を特
徴付けた。また、回転対称とは限らない、よ
り一般の非等方的表面エネルギーに対する
CAMC 曲面の二助変数族を構成した。これら
の曲面の単位法ベクトル場を用いることに
より、ある種の対称性をもつ凸閉超曲面への
調和写像の例を構成することができる。 
(3) CMC 曲面に対する境界値問題の解の分
岐と対称性の崩壊現象について研究し、次の
研究成果を得た。すなわち、CMC 回転面で
あって、回転軸に垂直な平面に対して対称で
あり、面積の第 2 変分に付随する固有値問題
が 0 固有値をもつものからの、CMC 曲面の
分岐の存在及び対称性の崩壊を示した。本研
究は、より一般のエネルギー汎関数と境界条
件に対する変分問題の解の摂動・分岐・対称
性の崩壊についての理論へと発展させるこ
とができると期待される。また、等周問題型
変分問題の解の分岐における解の安定性の
判定の研究に着手した。この問題は、未開拓
の分野であり、また、数学のさまざまな問題
や自然現象への応用も期待される。今後是非
研究を継続し進展させたい。 
(4) 3 次元ユークリッド空間内の種数 0 の
CAMC 閉曲面は Wulff 図形及びその相似に
限ることを証明した。すなわち、与えられた
体積を囲む種数 0 の CAMC 閉曲面は平行移
動を除き一意的であることを証明した。本結
果は、非等方的曲率流方程式の解の極限の候
補の決定にも重要な役割を果たすと期待さ
れる。また、非等方性をもつ物質の形状決定、
あるいは、そのような物質についての観察結
果に対する数学的裏付けを与えることに貢
献する可能性がある。 
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