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研究成果の概要：グラフの L(2,1)ラベリングと、その一般化についての数学的研究を行った。

これは無線ネットワークの周波数割り当て問題を，数学的にモデルかしたものである．その結

果として、chain graph や bipartite permutation graph と呼ばれるグラフの最適解、または

近似解を求める効率のよいアルゴリズムを設計することができた。これらの結果は、国際会議

と学術論文誌に掲載された。 
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研究分野：総合領域 
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１．研究開始当初の背景 

 
 
無線ネットワークにおいて、利用する電波

が干渉しないように周波数を割り当てる問
題がある。これを数学的にモデル化した問題
が知られているが、効率のよいアルゴリズム
を設計することは困難であることが知られ
ている。無線ネットワークでは，ネットワー
ク上の各ノードが無線通信を使用して他の

ステーションと通信を行う．ネットワークを
効率よく運用するためには，各ステーション
が通信で利用する周波数域を互いに干渉し
ないように割り当てることが重要となる．こ
のような問題はチャネル割り当て問題と呼
ばれており，関連する多くの研究が発表され
ている． 

本研究は，無線ネットワークのチャネル割
り当て問題を解くアルゴリズムについての
理論的研究である． 



 無線ネットワークはグラフによって自然
な形でモデル化でき，チャネル割り当て問題
はグラフのある種の彩色問題として考える
ことができる．この問題は L(h,k)ラベリング
問題または radio-coloring 問題として知ら
れており，Giggs and Yeh の論文“Labelling 
graphs with a condition at distance two”
（1992）をきっかけとして，現在に至るまで
数多くの成果が発表されている．同時に，こ
の問題は一般に計算困難（NP 完全）となるこ
とが証明された．本研究では，多項式時間で
ラベリング問題を解くグラフのクラスを明
らかにすることが第一の目的である． 

 
さまざまなグラフに対して，L(h,k)ラベリン
グ問題を解くアルゴリズムを設計する． 
本研究の内容は次の三つに分類される． 
 
（１） ラベリングアルゴリズムの設計 
 
構造を制限したグラフ（例えば平面グラフ，

パーフェクトグラフなど）やある種の構成法
（グラフ演算など）から得られるグラフに対
して，最適なラベリング数の上界を求めたい．
またラベリングを与える多項式時間アルゴ
リズムを設計したい． グラフの L(h,k)ラベリングとは，グラフの

各頂点 vに以下の条件を満たすように非負整
数 f(v)を割り当てる問題である：（１）u, v
が隣接するなら ，（２）u，
v間の距離が 2なら
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．各頂
点のラベル f(v)が，ノードが通信に利用する
無線チャネルに対応し，ラベルの条件は，干
渉が発生しないための条件に対応する．与え
られたグラフをラベリングするために必要
なラベルの最大値 （ここではラベ
ル数とよぶ）を最小化することが目的となる．
この問題は通常のグラフの彩色問題を拡張
したものといえる. 

 
（２） 有向グラフのラベリング 
 
対象のグラフを有向グラフへ拡張する．こ

れはYehによって提案された問題である（A 
survey on labeling graphs with a condition 
at distance two, 2006）．有向グラフとは，
グラフの各辺に向きがあるグラフである．こ
れは通常のグラフ，いわゆる無向グラフと距
離についての扱いが大きく異なる．本研究で
考えているL(2,1)ラベリングは，距離が 2の
頂点間に異なるラベルを割り当てることが
必要であり，そのためグラフの構造とラベリ
ングの上界，下界も現在のところ求めること
ができていない（無向グラフにはほぼ自明な
上界と下界が存在する）． 

 アルゴリズムを設計するためには，まず与
えられたグラフをラベリングするために必
要なラベル数の上界を明らかにしなければ
ならない．Giggs and Yeh により任意のグラ
フのラベル数の上界は を越えないと推測
されている（Δ はグラフの最大次数）．この
推測を証明することがラベリング問題の研
究における一つの大きな流れである．また，
平面グラフやその部分クラス（外平面グラフ，
直並列グラフなど）に対しては，ラベル数が

となることが証明されている． 
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そこで，まず対象のグラフを構造が単純な
ものに限定して，ラベリングの上界・下界を
求める．そして最適解または近似解を求める
アルゴリズムを設計する． 
 
（３） 自己安定分散アルゴリズムの設計 
 
ラベリング問題を解く自己安定分散アルゴ
リズムを設計したい．すなわち，ネットワー
ク上の各ノードが隣接ノードとの通信によ
って，各自のラベル（通信チャネル）がL(h,k)
ラベリングの条件を満たすように，自立的に
決定するアルゴリズムを考える． 

グラフが与えられたとき，頂点にラベルを
与えるアルゴリズムは，一般に NP 困難であ
る．しかし，対象とするグラフを限定するこ
とにより，多項式時間で最適または最適に近
いラベリングを与えるアルゴリズムがいく
つか知られている．例えば木[Chang and Kuo, 
Fiala ら]，外平面グラフ[Calamoneri]，
matrogenic graph[Calamoneri and 
Retreschi]などである． 

 
 
 

また有向グラフの構造を考える問題は，こ
れまで応募者が研究の中で中心的に取り組
んできた問題の一つである．ラベリング問題
を発展させる一つの方向として，対象のグラ
フを有向グラフとすることは問題の自然な
拡張であり，今後の新しい研究の流れになる
と考えている． 

グラフのラベリング問題を解くアルゴリズ
ムに関しては，すでに多くの研究が行われて
いる．本研究では，対象のグラフを有向グラ
フへと拡張する（これは従来のグラフを含ん
だ形での拡張である）．また通常の意味での
アルゴリズムは研究されているが，分散アル
ゴリズムを考えることも本研究の特色であ
る．  

  
  

 ２．研究の目的 



３．研究の方法 
 
 

周波数割り当て問題を数学的にモデル化
し、グラフ上の最適化問題へと定式化する。
この問題は L(2,1)ラベリング問題として知
られている。これまでの研究で、対象のグラ
フを限定しても多項式時間アルゴリズムを
設計することが困難であることが知られて
いるため、本研究では、非常に構造の制限が
強いグラフを対象にして、最適解もしくは近
似解を求める多項式時間アルゴリズムを設
計する。特に，アルゴリズムの設計しやすい
グラフのクラスとしてパーフェクトグラフ
と呼ばれるものがある．これらをグラフを対
象として研究はすでに数多く発表されてい
るが，本研究でもそれらのグラフを対象とす
る．特に permutation graph と呼ばれるグラ
フは，比較的単純な考察によるラベリングア
ルゴリズムしか知られていないため，このグ
ラフを考察の対象とする． 
 
 また，本研究では，対象のグラフを有向グ
ラフへ拡張する．有向グラフでのこの問題の
成果は，現在のところ木に対する結果が発表
されているのみである．ここでは，以下のグ
ラフについて考察する． 
 Cayley グラフ 
 グラフ演算 
 ラインダイグラフ演算 
 グラフの積 
 非循環グラフ（DAG） 
 
ラベリング問題を有向グラフへ拡張した場
合，通常の（無向）グラフで用いられている
手法が，多くの場合利用できなくなることが
予想される．例えば，通常はラベル数の下界
はグラフの最大次数で与えられるが，有向グ
ラフでは同じようなことは言えない．そこで，
まずはアルゴリズムを設計しやすい有向グ
ラフのクラスをいかに限定するかが問題と
なる．Cayley グラフやグラフ演算を用いて構
成される有向グラフは，相互結合網として良
い性質を持つことが知られている． 
 
 
 
４．研究成果 

 
対 象 と す る グ ラ フ を Bipartite 

permutation graph と呼ばれるクラスに限定
し、その上で最適、もしくは最適解に近い解
を求める線形時間アルゴリズムを設計する
ことができた。具体的には，Bipartite 
permutation graph における L(2,1)ラベリン
グ問題を解くアルゴリズムについて考察し
た．Bipartite permutation graph の特殊な

ケースである chain graph では，このアルゴ
リズムは最適なラベリングを線形時間で求
め る こ と が で き る ． ま た bipartite 
permutation graph に対しては，最大ラベル
の最適解を Xとすると，最大のラベルがたか
だか X+1 となるラベリングを出力する．そし
てその計算時間は O(|V|+|E|)である．これま
での研究成果の中で，最適解を多項式時間で
求めることができるグラフのクラスは非常
に限られており，今回の成果でそのようなグ
ラフを新しく発見できたことは意義のある
結果である．この成果は昨年度の国内研究会，
および国際会議で発表した． 
 
またそれをより一般化し、Bipartite 

permutation graph の L(p,q)ラベリング，
，を求める問題へ拡張した．この

問題は以前の問題を完全に含んでいる．この
場合でも chain graph に対する最適解は線形
時間で求めることができる．また bipartite 
permutation graph の場合は，最適解に対し
最大のラベルの差が高々 のラベリング
を求めることができる．このアルゴリズムの
計算時間もやはり O(|V|+|E|)となる．この結
果は国際論文誌に投稿、採録となった。 

1 qp
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本研究の目的であった有向グラフのラベ

リング問題については，有向サイクルの積で
あるグラフの L(2,1)ラベリングについて考
察した．これについては，最適解の上界を求
めることができた．この成果は残念ながら現
在のところ未発表であるが，近いうちに発表
する準備は整った．有向グラフを対象とした
ラベリング問題は最近いくつか発表されて
きており，今後発展する可能性があると考え
ている． 
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