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研究成果の概要（和文）： 

有限群の構造を解析する際に、様々な部分群がどのように交わり合っているかという情報は極

めて重要なものである。そこで本研究ではそれを部分群からなる抽象単体複体として具体化し、

そこから得られる表現（レフシェッツ加群）、代数構造（一般バーンサイド環）、ホモトピー不

変量などに関する研究成果を得た。 

 
研究成果の概要（英文）： 
In order to study the structure theory of finite groups, it is quite important  
to investigate that how various subgroups of the group relate or intersect each other.  
Then we consider an abstract simplicial complex defined by inclusion chains of  
subgroups as simplices; which is called "subgroup complex". We obtained some results  
on the Lefschetz module, the generalized Burnside ring, or the homotopy invarinat  
associated to subgroup complexes. 
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１．研究開始当初の背景 
研究の動機、あるいは（遠い）目標の一つに
有限単純群の分類定理がある。これは１９８
０年代初頭に証明されたものであり、それに
よると有限単純群は １）素数位数の巡回群、
２）５次以上の交代群、３）Lie 型の群、４）
２６個の散在群 のいずれかに同型となる。
ここで巡回群、交代群はまさにそれぞれ１つ
の系列であり１つの“タイプ”であると言っ
て良い。そして Lie 型の群はファミリーの
集まりではあるが、それらは Lie 代数や代

数群を用いて統一的に良く理解されており
まさに１つの“タイプ”になっている。一方
散在群はどうであろうか。通常上の様に一ま
とめに書いてしまうのであるが、しかしこれ
らは決して“散在タイプ”と１つにくくれる
物ではない。誤解を恐れずに言うならば２６
個が１つ１つ独立した“固有のタイプ”にな
っているのである。そこで分類定理完成直後
から次の様な自然な質問が考えられてきた。
「“２６タイプ”ある散在群の統一的な理解
は存在するか？」「特に  Lie 型の群の
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“partial analogies”としての理解は存在
するか？」このような背景の下で我々は特に 
Lie 型の群に付随する幾何、即ち unipotent 
radical から定義される単体複体に着目す
る。さらに部分群複体そのものに関する一般
論の整備、また部分群複体と表現・代数・幾
何との関連を明らかにするという研究課題
が設定される。 
 
 
２．研究の目的 
（１）《研究対象について》 
有限群 G に対して C を G-共役で閉じてい
る部分群の族とし D(C) を C に属する部分
群による包含列全体の集合とする。このとき
対 D(C):= (C,D(C)) には頂点集合 C, 単体
集合 D(C) とする有限単体複体の構造が入
る。我々はこの D(C) を群 G の部分群複体
と呼ぶ。部分群複体は G-共役作用で閉じて
いる勝手な部分群族 C を与えるごとに定義
されるものである。特に非自明な p-部分群
全体から成る Sp(G) は基本的である。また
単体複体 D(C) の幾何学的実現である位相
空間 |D(C)| を考えることにより |D(C)| 
のホモトピー型などを議論することが出来
る。以下 D(C) と |D(C)| を同一視して区別
しないことにする。 
 
（２）《先行研究について》 
① L を標数 p の体上で定義されている 
Lie 型の群とする。すると L に付随する幾
何としてそのビルディング Bld(L) が良く
知られており、これは L の構造論・表現論
を良く反映している。そこで「散在群に対し
てビルディングの類似が存在するか？」と言
う質問が自然に沸き起こる。一方 Bld(L) の
著しいトポロジカルな性質として先に述べ
た部分群複体 D(Sp(L)) とのホモトピー同
値性が挙げられる。これは巨大な複体 
D(Sp(L)) に対して Bld(L) がその "骨組み
" を与えていることに他ならない。そこでこ
のホモトピー同値性に着目すると先の質問
は次の様に定式化出来る。 
 
質問： G を勝手な有限群, p をその位数を
割り切る素数とする。この時、対 (G,p) に
付随する p-局所幾何 Dp(G) で部分群複体 
D(Sp(G)) とホモトピー同値になるものは存
在するか？ ただし Dp(G) はビルィングの
概念を含むものとする。 
 
部分群複体のホモトピー変形に関するこ

れまでの研究成果の１つはこの質問を解決
し、また今まで観察されていた現象論に数学
的な説明を与えたことにある。ここで本質的
な役割を果たすのが G の radical p-部分群
全体からなる部分群族 Bp(G) とその複体 

D(Bp(G)) である。D(Bp(G)) はビルディング
の自然な拡張概念になっている。 
 
② 群に付随する幾何を考える上で重要な複
体は D(Bp(G)) であった。さらにその中でも
“centric-part”D(Bpc(G)) が本質的な役割
を果たしている。ここで Bpc(G) は中心が中
心化群のシロー群を与えるような radical p-
部分群全体からなる族である。しかし逆に考
え る と 幾 何 を 考 え る 上 で は
“non-centric-part”(Bp(G)- Bpc(G)) は暗
に切り捨てられてしまっているのである。と
ころが部分群複体上の表現を考えることに
よってこれが面白い対象として復活してく
る。まず D(Bpc(G)) に付随する被約レフシ
ェッツ加群 L(G,p):=L(D(Bpc(G))) を考え
る。このときその次元で定義されるオイラー
標数 χ(G,p) の p-部分 χ(G,p)p に対し
て次の事実が筆者により証明されている。 
 
定理 V を (Bp(G)- Bpc(G)) に属する最大
位数のものとするとオイラー標数 χ(G,p) 
は |G|p/|V| で割り切れる。 
 
（３）《研究目的》 
本本研究の目的は先に述べた表現に関する
先行研究を踏まえて、次のように述べること
が出来る。 
① オイラー標数の p-部分 χ(G,p)p を制
御している V は L(G,p) のある直既約因子
の頂点の“候補”になることが分かっている。
そこで V が実際に頂点として実現されるた
めの表現論的、幾何学的条件を明らかにする。 
② 現象論を見ると、この V は頂点のみなら
ず G ある p-ブロックの不足群としても実
現されている。同様に V が実際に不足群と
して実現されるための表現論的、幾何学 
的条件を明らかにする。 
③  centric-part あ る い は 
non-centric-part は p-radical Bp(G) を用
いずにより一般的に取り出すことも出来る。
そこでこの部分群族の表現論的解釈、さらに
は部分群複体 D(Bp(G)) などで記述される
モジュラー表現論のアルペリン予想やデイ
ド予想との関連を明らかにする。 
④ centric-part の幾何学的解釈に関して
は、これまでの研究でほぼ明らかになったと
言って良い。一方、non-centric-part の位
相不変量などに関する幾何学的結果は何も
明らかにされていない。これらの解明もここ
での研究目的である。 
 
 
３．研究の方法 
（１）《具体的に扱う部分群複体について》 
我々の最終目標の一つに散在型単純群の統
一的な理解がある。その目標に向かってまず



 

 

標数 p の体上で定義されている Lie 型の
群 L に付随する幾何 ビルディング Bld(L)  
に着目し「散在群に対してビルディングの類
似が存在するか？」と言う質問が考えられて
きた。この質問に対する最も重要な研究成果
の１つに Ronan-Smith による散在群 G の 
2-局所幾何 RS2(G) の構成がある。この 
RS2(G) は Bld(L) の類似物としての役割を
十分に果たしており、現在では散在群の本質
的な幾何の１つであると考えられている。し
かし問題はその構成方法がそれぞれの散在
群の部分群構造に依存した“Case-by-Case”
であるということである。ところが我々の先
行研究の中で着目している centric radical 
p-部分群複体 D(Bpc(G)) は Bld(L) の概念
を含んでいるのみならず Ronan-Smith の幾
何 RS2(G) の重要な部分も含んでいる。つま
り G をマシュー群、コンウェイ群、モンス
ター群などの主要な散在群とすると我々の 
D(Bpc(G)) はまさに Ronan-Smith の幾何を
与えているのである。以上の理由と我々の研
究目的から、勝手な有限群 G とその位数を
割り切る素数 p に付随する自然な幾何とし
て D(Bpc(G)) を採用することが出来る。つ
まり部分群複体 D(Bpc(G)) が具体的な研究
対象となる。 
 
（２）《同じホモトピー型を持つ複体の考察》 
この研究の主対象は複体 D(Bpc(G)) である
がその表現を考える際にはこのホモトピー
不 変 量 で あ る 被 約 レ フ シ ェ ッ ツ 加 群 
L(G,p):=L(D(Bpc(G))) を取り扱う。つまり 
D(Bpc(G)) とホモトピー同値である別の複
体を考えることにより、さまざまな視点から 
L(G,p) を考察することが出来るという利点
を持っている。この研究についての興味ある
手掛かりの一つとして D(Bp(G)) と D(Γ
p(G)) のホモトピー同値性を挙げることが
出来る。ここで Γp(G) は G の位数 p の元
全体を頂点とする可換グラフで D(Γp(G)) 
はグラフのクリーク複体である。つまり 
D(Bpc(G)) は D(Bp(G)) の部分複体である
ことから D(Bpc(G)) と同値な複体を D(Γ
p(G)) の中で捕まえる事が出来たら非常に
面白い。なぜなら D(Γp(G)) は G の強く埋
め込まれた部分群を導くなど有限群の構造
論と深く関わっているからである。 
 
（３）《被約レフシェッツ加群の直既約因子
の考察》 
ここで改めて被約レフシェッツ加群を振り
返る。Fp を p 個の元からなる有限体とし 
D(C) を研究目的の欄で述べた群 G の部分
群複体とする。G は共役によって D(C) 上に
作用する。この作用による Fp-置換表現の各
軌 道 内 の 単 体 次 元 に 関 す る 交 代 和 を 
uL(G,C) と書く。この仮想加群を D(C) のレ

フシェッツ  Fp[G]-加群と呼ぶ。さらに  
uL(G,C) に -1 次元分として -1 倍の自明
加群を付け加えたものを D(C) の被約レフ
シェッツ Fp[G]-加群と呼び L(G,C) と書く。
我々はこれまで L(G,p) の次元で定義され
るオイラー標数 χ(G,p) の p-部分に関す
る研究を進めてきた。そして、そこから
“non-centric-part”(Bp(G)- Bpc(G)) の最
大位数の部分群 V の重要性が明らかになり、
さらに V が L(G,p) の直既約因子の頂点と
していつ実現されるかが新たな研究課題に
なってきた。しかし D(Bpc(G)) から作られ
る L(G,p) を見ているだけでは情報が非常
に尐ない。そこで前段落で述べた D(Bpc(G)) 
とホモトピー同値であるようなさまざまな
複体 D(Γ) から定義される L(G,p) の直既
因子あるいはその頂点を観察する。そしてそ
の現象論を通して V が頂点として実現され
るための表現論的または幾何学的な条件を
突き止める。さらにこの V と G の不足群と
の関係も同時に明らかにする。 
 
（４）《non-centric-part の幾何的な意味の
特定》 
non-centric-part X:=(Bp(G)- Bpc(G)) の特
に最大位数の部分群に対して表現論的解釈
は先に述べたように確かに存在している。で
は X 全体にはどのような意味が存在するの
であろうか。具体的には D(X) のホモトピー
型に元の群 G がどのように反映されている
のかという課題である。さらにこの D(X) を 
p-radical Bp(G) を用いずにより一般的に取
り出すことも出来る。この複体に関するホモ
トピー型の計算も試みる。 
 
（５）《non-centric p-radical 部分群の存
在理由の説明》 
non-centric-part X:=(Bp(G)- Bpc(G)) は存
在することもあれば、存在しないこともある。
実際に我々のモデルケースである標数 p の
体上の Lie 型の群 L に対する X は空集合
である。つまり X の存在は Lie 型の群から
外れた散在群特有の現象であり、即ち X の
存在理由は散在群の存在理由に繋がってく
るのである。これについては先に述べたレフ
シェッツ加群の研究と D(X) の研究から出
てくる情報を用いながら同時進行で行う。 
 
（６）《部分群複体を用いた群構造の解明》 
部分群複体と群構造との関係についての重
要な結果の一つとして Quillen の定理があ
る。即ち群 G に自明でない正規 p-部分群が
存在するならば  D(Sp(G)) は可縮であると
いう定理である。この様なタイプの定理は他
にないものであろうか。例えば G の単純性
の判定に部分群複体を用いることは出来な
いであろうか。これについても先に述べたレ



 

 

フシェッツ加群の研究と D(X) の研究から
出てくる情報を用いながら同時進行で行う。 
 
 
４．研究成果 
（１）《被約レフシェッツ加群の直既約因子
の考察》 
non-centric-part (Bp(G)- Bpc(G)) の最大
位数の部分群 V が Bpc(G) の被約 レフシ
ェッツ加群 L(G,p):=L(Bpc(G)) の直既約因
子の頂点としていつ実現されるかが研究課
題になっている。特に V が頂点として実現
されるための必要十分条件は Sp(W) の被約
レフシェッツ加群 L(Sp(W)) が非自明であ
ることが先行研究によって分かっている。こ
こで W は V の G におけるワイル群とする。
しかし単に L(Sp(W)) を見ているだけでは
情報が非常に尐ないため、Sp(W) と同じホモ
トピー型を持つ複体を見付け考察すること
を試みた。実際 V の極大性などを用いて 
Cp(G)(\geq V) や Bpc(G)(\geq V) などが 
Sp(W) とホモトピー同値になることが確か
められた。これらに付随するレフシェッツ加
群の構造についての研究は継続中である。 
 
（２）《部分群族に付随する一般バーンサイ
ド環の考察》 
有限群 G の一般バーンサイド環を実現させ
る部分群族の例はこれまでさほど多く見つ
かっていない。例えば一般に共通部分で閉じ
ている族などの自明な例が知られている。し
かし近年、山形大学の小田文仁氏によって 
p-centric 部分群全体からなる族 C が一般
バーンサイド環を実現させることが指摘さ
れた。これは共通部分で閉じていない非自明
な例である。この事実と部分群複体の観点か
ら、次に興味が出てくる部分群族（あるいは
複体）は p-根基部分群全体からなる R, あ
るいは先の C と R の共通部分で定義され
る CR である。しかし R および CR は共に
尐なくとも一般バーンサイド環を実現させ
るためのある十分条件を満たさないことが
分かっている。しかしここでの研究成果は R 
や CR その物ではなく、それらの正規化部分
群の族を考えることによって、その十分条件
が満たされ、即ちその一般バーンサイド環が
定義出来るというものである。ここでは同時
にこの環構造の考察も行った。またこの結果
は、我々の研究対象である部分群複体を一般
バーンサイド環の観点から考察できる可能
性を示唆している。 
 
（３）《部分群族に付随する一般バーンサイ
ド環とレフシェッツ不変量に関する考察》 
G を有限群, Sgp(G) を G の部分群全体から
なる族, Δ⊆Sgp(G) を G-共役の作用で閉
じている G の部分群族とする。H∈Sgp(G) 

の G-共役部分群全体を (H) で表し、有限 
G-集合 X を含む同型類を [X] で表す。さら
に C(Δ) を Δ に属する部分群に対する 
G-共役類の全体とする。このとき {[G/H] | 
(H) ∈C(Δ)} を基底とする自由アーベル群
を Ω(G,Δ) で表す。ここで Δ として全体
の Sgp(G) をとると Ω(G):= Ω(G,Sgp(G)) 
は有限 G-集合の直積により可換環の構造が
入る。これがいわゆる（通常）バーンサイド
環である。一方、真の部分族 Δ⊂Sgp(G)  
に対して Ω(G,Δ) に環構造が入る場合が
あり、大雑把にいうとこれが“一般バーンサ
イド環”である。さて一般バーンサイド環を
実現させる部分群族 Δ の具体例の一つと
して self-normalizing な部分群がある。即
ち H∈Sgp(G) に対して G における H の正
規化群が H 自身であるようなものからなる
Δ は Ω(G,Δ) に可換環の構造を与える。
ここではそのような族 Δ から実現される 
Ω(G,Δ) を一般に考察した。その中の主要
な結果の一つとして Δ に幾何的ないくつ
かの自然な条件を仮定すると Ω(G,Δ) の
単位元が Δ に関するレフシェッツ不変量
として実現されることを証明した。このよう
に一般バーンサイド環と部分群複体の理論
が密接に関係していることを明らかにした。 
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