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研究成果の概要（和文）： 
(1) 全反射加群の圏の反変有限性が局所環の Gorenstein 性を特徴付けることを示した。これは

Auslander-Buchweitz の定理の逆に相当する。これを用いて全反射加群の個数の有限性による

単純特異点の特徴付けも得た。また，Gorenstein Hensel 局所環上の反変有限分解部分圏を完

全に分類した。 

(2) 正則環の局所化のD加群構造に関するAlvarez-Montaner-Blickle-Lyubeznikの定理と局所

コホモロジー加群の素因子に関する Huneke-Sharp の定理を有限Ｆ表現型の環に拡張した。 

 
研究成果の概要（英文）： 
(1) It was proved that the contravariant finiteness of the category of totally 
reflexive modules implies the Gorenstein property of the base local ring. This can 
be regarded as the converse of the Auslander-Buchweitz theorem. It was also proved 
that the finiteness of the number of totally reflexive modules is equivalent to the 
condition that the base local ring is a simple singularity. All the contravariantly 
finite resolving subcategories over a Gorenstein Henselian local ring were completely 
classified. 
(2) The Alvarez-Montaner-Blickle-Lyubeznik theorem and the Huneke-Sharp theorem 
concerning the D-module structure of localizations and associated prime ideals of local 
cohomology modules over regular rings were extended to rings of finite F-representation 
type. 
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１．研究開始当初の背景 
 Gorenstein 環は現代の可換環論において
中心的な役割を果たしている重要な環であ
る。私は主に全反射加群と呼ばれる加群を研
究 し て い る 。 こ の 加 群 は 射 影 加 群 と
Gorenstein 環上の極大 Cohen-Macaulay 加群
の共通の一般化にあたる加群である。
Auslander と Bridger が 1960 年代に導入・展
開したＧ次元と呼ばれる不変量の概念がそ
れ以来欧米諸国を中心として盛んに研究さ
れてきているが，全反射加群はＧ次元が０の
加群のことである。Avramov, Martsinkovsky, 
Holm の定理により，Ｇ次元が有限の加群の理
解 は 全 反 射 加 群 の 理 解 に 帰 着 す る 。
Gorenstein 環上の加群はみなＧ次元が有限
な の で ， 全 反 射 加 群 が 理 解 で き れ ば
Gorenstein 環上の加群が理解できることに
なる。 
 近年 Enochs や Jørgensen らが精力的に研
究 し て い る “ Gorenstein homological 
algebra”と呼ばれる概念で主役をなすＧ射
影加群は，無限生成も許した全反射加群のこ
とである。このように全反射加群はそれのも
つ‘性質’において近年注目を集めているが，
Gorenstein でない環の場合は，射影的でない
全反射加群が‘存在’するか否かを判定する
方法もまだ見出されていない。それどころか，
射影的でない全反射加群が存在するような
Gorenstein でない環の例を構成することで
すら容易ではない。このような現況の下，私
は全反射加群の存在，構成，特徴付け，そし
て全反射加群たちの間の関係を，主としてそ
れらのなす圏を観察しながら考察している。 
 Auslander と Buchweitz の 定 理 で ，
「Gorenstein 環上では，全反射加群の圏（＝
極大 Cohen-Macaulay 加群の圏）は反変有限
である」というものがある。これは，
Gorenstein 環上の加群の圏は，全反射加群の
圏と射影次元有限な加群の圏の‘貼り合わ
せ’で構成されている，ということを意味し
ていて，その後の可換環論に大きな影響を与
えた重要な定理である。私は，この定理の逆，
つまり全反射加群の圏が反変有限な環は
Gorenstein であることを，環の深度が２以下
（例えば環の Krull 次元が２以下）のときに
証 明 し た 。 そ し て ， 深 度 ２ 以 下 の 非
Gorenstein 環上には，射影的でない全反射加
群が一つでも存在すれば直既約な全反射加
群の同型類が無限個存在する，という系を与
えた。これは，全反射加群は基礎環の
Gorenstein 性に関わらず同様のふるまいを
するであろう，という大方の予想を覆す結果

である。一方，全反射加群によって近似され
る加群をすべて決定すべく，それらのなす圏
を考えた。私はこの圏が全反射加群の圏とそ
れの直交圏によって生成される thickな圏で
あることを証明し，全反射加群によって近似
される一連の加群を系統的に見出した。また，
全反射加群の圏が反変有限になるための
数々の十分条件を与え，さらに，与えられた
加群が全反射加群による近似をもつか否か
を Tate コホモロジーの消滅によって判定す
る方法を構築した。 
 一方，私は渡辺敬一氏との共同研究で，任
意の種数２以上の滑らかな射影曲線から，２
次元の Gorenstein でない Cohen-Macaulay 整
閉整域とその上の射影的でない全反射加群
を構成する方法を与えた。これにより，非自
明な全反射加群をもつ非 Gorenstein 整閉整
域もその上の全反射加群も具体的にたくさ
ん与えることができる。一方，数年前に
Huneke と Leuschke は，Cohen-Macaulay 環の
特異軌跡が，有限 Cohen-Macaulay 表現型の
ときは０次元で，可算 Cohen-Macaulay 表現
型のときは多少の仮定の下に１次元以下に
なることを示した。（後者は Schreyer が 1980
年代に提示した予想を解決する結果であ
る。）私はまず彼らの第一の結果が一般の環
上の加群圏の分解部分圏について正しいこ
とを確かめ，それを利用して，Gorenstein で
ない環上には射影的でない巡回全反射加群
が一つでも存在すれば直既約な全反射加群
の同型類が無限個存在することを証明した。
次に，彼らの第二の結果の全反射加群版の構
成を試みた。Cohen-Macaulay 環の特異軌跡の
各点は極大 Cohen-Macaulay 加群の言葉で記
述できることに着目し，直既約な全反射加群
の同型類が可算個であるような環について
対応する結果が成り立つことを証明した（実
際は，Huneke と Leuschke の定理を含む結果
を示した）。これの系として，多少の条件を
みたす素イデアルと全反射加群が存在すれ
ば，直既約な全反射加群の同型類が非可算無
限個存在する，という結果が得られる。また，
具体的な環の上で実際に非可算個の互いに
同型でない直既約全反射加群の族を構成し
た。 
 
２．研究の目的 
(1) 研究期間内に主に次の三つの問題を明
らかにしたい。 
(A) 反変有限な全反射加群の圏をもつ環の
Gorenstein 性（Auslander と Buchweitz の定
理の逆）。 



(B) Ｇ次元が有限な Cohen-Macaulay 加群を
もつ環の Cohen-Macaulay 性。 
(C) 全反射加群およびＧ次元の周辺の諸問
題。特に，加群圏と環のスペクトラム（素イ
デアル全体の集合）の関係，および半双対化
加群の個数の有限性と分類。 
(2) 問題(A)は，もし解明されるとＧ次元研
究において間違いなく快挙になるし，多元環
の表現論に対しても大きな影響を与えるこ
とになると考えられる。問題(B)が証明でき
れば，結果自体の興味に加えて，その証明は
PeskineとSzpiroの交差定理の別証明を与え
ることにもつながると考えられるため，その
意義は大きい。問題(C)は，目的はＧ次元あ
るいは全反射加群の構造の解明にあるもの
の，得られる結果は三角圏の thick 部分圏の
分類問題等と密接に関わると考えられるた
め，重要である。 
 
３．研究の方法 
(1) 平成１９年度…主として上述の問題(A)
と問題(B)に取り組む。 
① 問題(A)について。Auslanderと Buchweitz
の定理の逆は，対偶をとると，「Gorenstein
でない環上には全反射加群で近似できない
加群が必ず存在するか？」となる。すなわち，
Gorenstein でない環上にそのような加群を
一つでも見つければよいのである。実際この
方針に基づいて，環の深度が２以下の場合に
Auslander と Buchweitz の定理の逆が成り立
つことを私は証明した。そこで，環の深度が
３以上の場合も引き続きこの方針で考察し
ていく。一方，全反射加群による近似をもつ
圏や，全反射加群の圏の関手圏の研究を通し
て，現在までに問題(A)に関するかなりの情
報が得られてきているので，それらの方向か
らのアプローチも今後も引き続き考える。 
 また，私が 2006 年 8～9月にネブラスカ大
学を訪れたときから始まった Christensen，
Piepmeyer，Striuli との共同研究において，
我々は全反射加群の圏の直交圏を主として
考察している。前に述べたように，全反射加
群で近似できる加群の圏は全反射加群の圏
とそれの直交圏で生成されるので，全反射加
群の圏の直交圏の理解は全反射加群による
近似をもつ加群の圏の理解につながるはず
であり，我々の共同研究は問題(A)の解決に
大きく関わるものであると言える。今後も彼
らとこまめに連絡を取り合い，時にはお互い
の大学を行き来して直接の議論も行ってい
くつもりである。 
 一方で，射影的でない全反射加群をもつ
Gorenstein でない環上には，非同型な直既約
全反射加群がかならず無限個あるのかどう
かをはっきりさせる。これは Auslander と
Buchweitz の定理の逆が示されれば正しいこ
とがわかるものであるが，射影的でない巡回

全反射加群をもつ非 Gorenstein 環は非同型
な直既約全反射加群を無限個もつことがわ
かっているので，この結果を利用することも
あわせて考慮する。万が一反例が見つかって
しまった場合は，そのような環とその上の
（有限個しかない）直既約全反射加群の同型
類をすべて決定したい。 
② 問題(B)について。この問題は，「(D) 長
さ有限かつＧ次元有限な加群Ｍを持つ局所
環Ｒは Cohen-Macaulay 環か？」という問題
に帰着することが容易にわかる。私は現在ま
でに，この問題が環Ｒの型が１の場合は正し
いという結果を得ている。またこの結果から，
加群Ｍの型が１の場合や加群Ｍの長さが２
以下の場合にも正しいことがわかる。さらに
これは吉野雄二氏の結果であるが，環Ｒが擬
Buchsbaum の場合も正しい。これらの結果と
その証明に留意する一方，最近後藤四郎氏が
構成した例を注意深く観察しながら問題(D)
に取り組む。 
 一方で，ここ一年半ほど Strooker と綿密
なメールのやり取りを通して，問題(B)につ
いて議論したり，お互いが参加した研究会議
で得られた問題(B)に関する情報を交換した
りしているが，今後も引き続き彼と連絡を取
り合っていく。また，私は以前，Ｇ入射次元
が有限であるような巡回加群をもつ局所環
は Gorenstein 環であることをある仮定のも
とに証明したが，つい最近，Frankildが Foxby
との共同研究でその仮定を外して証明する
ことに成功したという連絡をしてきた。この
結果は問題(B)の双対版だと考えられるので，
彼らの証明をよく吟味して問題(B)の解決に
つなげたい。 
③ 平成２０年度以降…主として前述の問題
(C)に取り組む。 
 私は，Auslander，Huneke，Leuschke，
Wiegandが示したCohen-Macaulay局所環上の
直既約な極大 Cohen-Macaulay 加群と特異軌
跡の間の関係の類似として，全反射加群の個
数に関する結果を二つ得たが，私はこれら二
つの結果が，一般に加群圏の部分圏（あるい
は直既約加群の同型類の集合）と環のスペク
トラムの部分集合の間にさまざまな密接な
関係が秘められていることを示唆している
ように思えてならない。Hopkins, Neeman, 
Thomason の定理は，完全鎖複体の導来圏の
thick 部分圏たちと環のスペクトラムの特殊
化で閉じた部分集合たちとの間の一対一対
応を与えるものであるが，Hovey はこの定理
を利用して，加群圏の連接部分圏たちと特殊
化で閉じた部分集合たちの間の一対一対応
を与えた。この Hovey の一対一対応や私が与
えた全反射加群の個数に関する二結果など
を参考にして，全反射加群の圏，およびより
一般に加群圏の分解部分圏を素イデアルの
言葉でとらえることを考えたい。 



 一方，半双対化加群の考察も同時に行って
いく。この加群は，階数１の自由加群と
Cohen-Macaulay 局所環の正準加群の共通の
一般化にあたる加群である。全反射加群が与
えられれば（基礎環は変わるが）それに付随
する半双対化加群が構成でき，また逆も可能
なので，これら二つの加群は非常に密接な関
係にある。半双対化加群の研究も近年欧米を
中心に盛んに行われていて，「可換局所環上
の半双対化加群の同型類は常に有限個か？」
という問題が半双対化加群に関する現在も
っとも大きな問題である。私は以前吉野雄二
氏と荒谷督司氏との共同研究で，型が素数で
ある Cohen-Macaulay 局所環上には，非同型
な半双対化加群は階数１の自由加群と正準
加群のみである（したがって有限個しかな
い）ことを示したが，つい最近 Christensen
と Sather-Wagstaff が，任意の等標数の
Cohen-Macaulay 局所環上には非同型な半双
対化加群が有限個しかないことを，代数閉体
上の有限次元多元環の上の自己直交加群に
関する Happel の結果を用いて証明した。そ
こで，彼らの証明を参考にしながら一般の場
合の解決を試みる。また，その有限個の半双
対化加群の同型類を決定したい。この問題に
関しては Christensen や Sather-Wagstaff ら
との研究交流だけでなく，Cohen-Macaulay 環
の表現論の専門家である吉野雄二氏や伊山
修氏とも連絡を頻繁にとり，支援を求めたい。 
 
４．研究成果 
(1) 全反射加群の研究 
① 全反射加群の圏の反変有限性 
 Auslander と Buchweitz の定理の逆に相当
する主張「非自由全反射加群を持つ Hensel
局所環は，全反射加群のなす部分圏が反変有
限ならばGorensteinである」をChristensen, 
Piepmeyer, Striuliとの共同研究で証明した
（なお，この主張を証明することは 2002 年
からの私の研究の主目標だった。2002 年以来
多くの部分的結果を得ながら 2008 年に完全
解決に至った）。そして，非 Gorenstein 局所
環上では非自由全反射加群が一つでも存在
すれば直既約な全反射加群の同型類が無限
個存在する，という系を与えた。さらにこの
結果と Buchweitz, Greuel, Schreyer の定理
を組み合わせることにより，「非自由全反射
加群をもつ完備局所環は，直既約全反射加群
の同型類が有限個しか存在しないならば単
純特異点である」という結果を得た。 
② Eisenbud の行列分解および Knörrer の周
期性 
 Eisenbud による超曲面の行列分解の理論
およびそれを用いて構築された Knörrerの周
期 性 の 理 論 は ， 超 曲 面 上 の 極 大
Cohen-Macaulay 加群の表現論において重要
な役割を果たしてきた。私は，この二つの重

要な理論を，任意の全反射加群が自由である
ような局所環の非零因子による剰余環に拡
張した。これにより，そのような環上では任
意の全反射加群が周期 2の極小自由分解を持
つことがわかり，また全反射加群の安定圏
（これは一般に三角圏になる）が三角同値に
なる環のクラスが得られた。 
(2) 分解部分圏の研究 
 Abel 圏の分解部分圏の概念は，1960 年代
に Auslander と Bridger が導入した概念であ
る。彼らは，加群圏の中で全反射加群全体の
なす部分圏が分解部分圏になることを証明
した。 Cohen-Macaulay 局所環上の極大
Cohen-Macaulay 加群全体のなす部分圏も分
解部分圏であり，分解部分圏の概念は多くの
重要な部分圏を包括する概念である。私は全
反射加群全体のなす部分圏の研究で数多く
獲得した知見を基にして，一般の分解部分圏
の研究を行ってきた。 
① 反変有限分解部分圏の分類 
 Auslander と Reiten は大域次元が有限な
Artin 多元環の加群圏の反変有限分解部分圏
を余傾加群を用いて分類した。これにより反
変有限分解部分圏の概念が傾理論と密接な
関係にあることがわかり，反変有限分解部分
圏の概念は多元環の表現論において重要な
役 割 を 果 た し て き た 。 私 は ， 任 意 の
Gorenstein な Hensel 局所環上の反変有限分
解 部 分 圏 を 完 全 に 分 類 し た 。 前 述 の
AuslanderとReitenの分類は大域次元の有限
性が本質的だったが，私の分類は大域次元の
有限性を仮定しないところが大きな違いで
ある。また，(1)①で述べた Auslander と
Buchweitz の定理の逆のより体系的な別証明
を副産物として得た。 
② 分解部分圏の中の加群の分布の状態 
 導来圏の thick部分圏の中で鎖複体がどの
ように分布しているかを調べた Avramov, 
Buchweitz, Iyengar, Miller の研究の類似物
として，加群圏の分解部分圏の中で加群がど
のように分布しているかを調べた。具体的に
は，局所環上で，非自由加群を一つでも含む
分解部分圏は必ず punctured spectrum で自
由な非自由加群を含むことを示し，その分解
部分圏内の各加群は直和因子・拡大・シジジ
ーを繰り返し施して punctured spectrum で
自由な加群に到達できることを示し，その施
す操作の回数の上限を与えた。また，この結
果を得る上で，高々可算個の加群から成る分
解部分圏の非自由軌跡の次元は 1以下である
ことがわかった。これは前述の Huneke と
Leuschke の定理を系として与える。 
(3) 加群圏および導来圏と環のスペクトラ
ムの対応 
 局所部分圏は圏の局所化における基本対
象であり，導来圏の構造解析を行う上で重要
な役割を果たす。Gabriel は，加群圏の局所



部分圏を基礎環のスペクトラムの特殊化で
閉じた部分集合を用いて分類した。Hopkins
と Neeman は，同様のことを完全複体の導来
圏の thick部分圏および導来圏の局所部分圏
に対して行った。Hovey は，Hopkins と Neeman
の定理を用いて，可換連接正則環の有限生成
イデアルによる剰余環上の有限表示加群の
圏の連接部分圏がみな Serre部分圏になるこ
とを示した。私は，任意の可換 Noether 環上
の有限生成加群の圏の連接部分圏がみな
Serre 部分圏になることを，導来圏を用いず
に直接的かつ初等的に証明した。また，
Neeman の定理の加群版として，有限生成加群
の圏の部分加群と拡大で閉じた部分圏を基
礎環のスペクトラムの部分集合を用いて分
類した。さらに，前述の Gabriel と Neeman
による分類と，Krause による加群圏の連接部
分圏の分類を一つに統合した。 
(4) 有限Ｆ表現型の環の考察 
 有限Ｆ表現型の環の理論は Smith と Van 
den Bergh によって創始され Yao によって展
開された。これは，正標数の正則環，不変式
環，正規半群環，Stanley-Reisner 環，単項
式曲線，Artin 局所環，有限 Cohen-Macaulay
表現型の Cohen-Macaulay 局所環等の重要な
環をみな含む概念である。私は高木俊輔氏と
の 共 同 研 究 で ， 正 則 環 に 関 す る
Alvarez-Montaner, Blickle, Lyubeznik の定
理と Huneke, Sharp の定理を有限Ｆ表現型の
環に拡張した。すなわち，有限Ｆ表現型の次
数付き環の元 fによる局所化が D加群として
1/f で生成されること，および有限Ｆ表現型
の Gorenstein 局所環上の局所コホモロジー
加群の素因子は常に有限個であることを証
明した。 
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