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研究成果の概要（和文）：素数冪レベルの cusp from の空間を調べ、一部の old form の空間の

直交基底を決定することができた。その結果の一つの貢献として primitive form に付随するL 
関数の non-vanishing を調べることができた。 
 
研究成果の概要（英文）：I studied the space of cusp forms whose level is prime power and 
obtained an orthogonal basis of space of old forms. It’s yielded the number of the new forms 
which L-function does not vanish. 
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１．研究開始当初の背景 

 
二次体の類数と二次形式の類数は非常に

深い関係があることは古くから知られてい
ます。また、二次体の類数については解析的
類数公式によって  Dirichlet の  L 関数の
s=1 における特殊値として表されていて、二
次形式の類数については  Kronecker と
Hurwitsz により興味深い類数公式が与えら
れています。この Kronecker と Hurwitsz 
の類数公式から  Hecke は類数を  Fourier 
係数にもつような重さ 3/2 の保型形式の存
在を示唆しました。つまり、保型形式と類数
の関係式と L 関数の特殊値の間に深い関係
があることが見えてくるのです。（その 
Hecke の示唆による問題は  Cohen と 

Zagier によって研究され、解決と更なる発
展が示されました。） 
 
さて、二次体の類数、二次形式の類数、保

型形式、様々な L 関数、それぞれが現在ま
でに様々な方法で研究されています。色々な
視点による結果があり、ますますその視野が
広がってきました。特に近年では保型形式や
それに関連した L 関数の研究、ある L 関数
の特殊値を係数に持つような保型形式や 
Dirichlet 級数などの導入、といった研究が
展開され、興味深い結果が多く示されていま
す。それらの解析的な考察の成果を類数の研
究に還元することを考えることは非常に魅
力的で、かつ、とても大切な研究であるとい
えます。 
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２．研究の目的 
 
 本研究の立場は、保型形式という類数と L 
関数の特殊値をつなぐ立場に立ち、双方を眺
め、保型形式や解析数論の議論によって類数
を研究することです。 
 
近年、解析数論で議論されることの多くは

ゼータ関数や L 関数であって、関数の性質
という形で沢山の研究成果が得られていま
す。これらの成果を類数という立場など、そ
のゼータ関数や L 関数が関係する他の整数
論の研究視点から観察して、解析的な研究成
果を代数的に言い換えることは、解析的な研
究の意味や手法が類数を研究する上で大き
く役立つことにつながります。整数論では多
くの研究対象に関連して、ゼータ関数や L 
関数が定義されているので、このような言い
換えは整数論全体で研究の発展に貢献する
ことができると考えています。また、解析数
論における興味の幅の拡大にもつながると
考えます。 
 

具体的な研究の目的として、研究対象は類
数や楕円曲線のランクなど、保型 L 関数の
特殊値や零点の位数に注目します。これらは
整数論の興味対象と密接にかかわることが
知られています。しかし保型 L 関数の解析
的な考察からそのような情報を知るという
研究はまだ十分ではないと思われます。本研
究では特に次の三つの点に注目したいと思
います。(1) L 関数の解析的性質の研究，(2) 
保型形式の空間の基底の研究, (3) 類数や楕
円曲線の有理点の群のランクに関わる研究, 
です。 
 

まず、既知の結果を他の保型Ｌ関数へ拡張
することを目標とします。更に、具体的に保
型形式を扱うことで新しい発見を目指しま
す。最終的には、それらの研究を総合的に理
解し、応用することを考えます。特に計算機
を用いることを前提として有効な結果を得
ることを考えます。また、特に特殊値に対し
ての応用は大切だと思います。Goldfeld と 
Hoffstein によって導入された Dirichlet 
の L 関数の特殊値を係数にもつ Dirichlet 
級数の考察やその拡張を考えています。
Goldfeld や Hoffstein はその L 関数の導
入で、 Dirichlet の L 関数の特殊値の平均
の挙動の結果を得ることに成功しました。こ
れは類数の問題や Siegel の零点に関わる
内容なのでとても興味深いと思います。もっ
と多くの Dirichlet  の L 関数、もしくは、
他の L 関数について、特殊値の情報を調べ
られる可能性があると思うので、その研究に
も取り組むべきであると思います。 

また、零点との関連に注目することも大切で
す。整数論では素数定理の問題以来ゼータ関
数や L 関数の零点の研究が一つの重要なテ
ーマになります。何故なら、零点の場所が整
数論の研究対象に対して大きな情報を持っ
ているからです。特に L 関数については s=1 
付近での零点の非存在の証明が大問題にな
っています。それは Siegel の零点と呼ばれ
ます。 
Siegel の零点の非存在性は一般的には理

論的にしか確しかめられていません。数値的
に零点の非存在の範囲を指定することが問
題になっています。L 関数の s=1 における
値の下からの評価を数値的に得ることは、L 
関数の s=1 付近における非零領域を数値的
に得ることにつながっています。従って、
Goldfeld と Hoffstein の研究を他の L 関
数の特殊値に拡張することは Siegel の零
点の問題と照らし合わせて、非常に大切だと
考えられます。今までこのような研究は 
Riemann のゼータ関数や Dirichlet の L 
関数に適用された方法、保型 L 関数同士の
関係などを利用して調べられてきました。 
Goldfeld や Hoffstein の手法の拡張とい
う視点で、新しい方法で L 関数の特殊値や
零点を調べる方法を確立することはとても
興味深いく有意義なことだと思います。また
更に、このような研究を通して、保型形式の 
Fourier 係数の新しい情報を得ることがで
きるのではないかという期待もあります。そ
れは保型形式の空間を調べて、類数や楕円曲
線の有理点の群のランクを研究するという
テーマにも有効な結果をもたらすことが期
待できます。 
 
３．研究の方法 
 
既知の結果を他の L 関数に拡張する方法

ですが、L 関数自体の持つ性質を研究するこ
とにより、より深い性質を考察し、精密な情
報や関連する内容の考察をします。  

 
次に、保型形式の基底やその関係を具体的

に調べます。特に計算機を用いての類数の計
算に有効な研究をすることを目的としてい
ました。Pei の保型形式の基底に関する結果
を具体的に書き下し、計算をすることで新た
な発見を模索したり、別の基底を考え、その
規定との関係に注目することで新しい結果
を得ることを考えます。例えば楕円曲線との
関係に注目すると primitive form に付随す
る L 関数を考察しなければなりません。こ
のように、解析的な結果を還元するには保型
形式の空間の基底を把握する必要があり、そ
のためには old form の空間の基底を考える
ことが不可欠なので、old form の空間の研究
をします。 



 

 

 
最後に、これらの研究を元にして類数など

の整数論の興味対象を研究することとしま
す。特に L 関数の零点に関する結果や特殊
値に関する結果に結び付けることを考えま
す。 
 
４．研究成果 
 

まず、保型形式の Fourier 係数に対して
様々な視点での評価を得ることができまし
た。現在では平均的な振る舞いに注目が集ま
っていますが、保型形式の重さやレベルがど
う関わっているかについて注目するように
なってきました。この時に、Fourier 係数の
評価に保型形式の重さやレベルがどのよう
に関係しているかという情報はとても重要
になります。この点に注目しました。特に 
Symmetric square L 関数の特殊値は保型形
式のノルムと関わる値になります。その値が
保型形式の重さやレベルとどういうオーダ
ーで関係するのかは Fourier 係数の評価が
どう関係しているかに関わります。それに関
して良い評価を得ることができました。 

次に、今まであまり old form に注目が集
まることはありませんでしたが、primitive 
form に付随する L 関数を調べようとする
場合、old form を無視するわけにはいきま
せん。しかし、今まではあまり具体的に扱う
ことがされていませんでした。本研究では 
old form の空間を調べて、素数冪のレベル
の場合に具体的な直交基底を構築すること
ができました。その応用として、素数冪レベ
ルの primitive form に付随する L 関数の
non-vanishing に関して成果を得ることが
できました。 
以上から保型形式のノルムという情報、

primitive form に付随する L 関数の情報を
以前より扱えるようになりました。更に L 
関数の特殊値についてこれらの結果を応用
していくことが目標になっていますが、現在
方針を構築している段階で、まとまった成果
として発表するには至っておりません。しか
し、その研究に対して大きな前進をしたと言
えます。 
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