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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学 ・ 幾何学 
キーワード：クライン群，双曲幾何 
 
１． 研究計画の概要 
本研究の目的はクライン群の変形空間の境界
挙動を等角幾何的な手法により解明すること
である．ここでクライン群とは双曲空間の等
長写像群の離散部分群であり，クライン群に
よる双曲空間の商空間は双曲多様体となるの
で，クライン群の変形空間は双曲多様体の変
形空間とも見なせる．この変形空間自体は双
曲多様体の理想境界の等角構造の変形空間
（すなわちタイヒミュラー空間）としてよく 
理解されているのであるが，その境界挙動は 
大変複雑であることが近年認識されてきてい
る．その現象の根底に潜んでいる原理を解明
することが本研究の目的である．とりわけ，
Kerckhoff - Thurstonによって見いだされた
「Bers コンパクト化の基点の取り替えに関
する不連続性」が最も奥深い魅力を秘めてい
ると思われるので，その原理の解明を目指し
ている． 
クライン群の中で，最もシンプルかつ非自明
な変形空間を持つものは１点穴あきトーラス
群である．この場合，変形空間は複素２次元
空間である．そこで，変形空間を研究する上
で，最初に考察の対象となるのがこの空間で
ある．私の最近の研究も主にこの穴あきトー
ラス群の変形空間（穴あきトーラス群空間）
に関するものである． 
 
２． 研究の進捗状況 
穴あきトーラス群空間の境界が複雑であるこ
とを示す典型的な現象として，その空間の自
己接触 (self-bump) が挙げられる．本研究で
は，まず，2006年度に着想を得た結果の論文
Covergence and divergence of Kleinian 
punctured torus groupsの執筆と改訂を行っ

た．この結果は「一点穴あきトーラス群の列
の収束発散はその理想境界の挙動で完全に理
解出来る」というものである．とりわけ変形
空間の自己接触が，本質的には Anderson - 
Canary の手法によって構成される列によっ
てのみ引き起こされることが分かる．  
次に，穴あきトーラス群空間の複素１次元ス
ライスとして知られる linear slice の振る
舞いについて研究した．ここで linear slice 
とは一つの生成元のトレースを固定したとき
の切り口である．特に，トレースが２に対応
する linear slice はMaskit sliceと呼ばれる．
ここではトレースを２に近づけたときに
linear slice が Maskit slice にどのように
近づくかを調べ，次のような結果を得た．
「linear slice が Maskit slice に幾何収束
す る 必 要 十 分 条 件 は ト レ ー ス が ２ に
horocyclic に近づくことである．特に，トレ
ースが２に  tangential に近づくときは 
linear slice の幾何極限は Maskit sliceの真
部分集合となり，この集合はMaskit sliceの
平行移動による重ね合わせで得られる．」この
結果の証明には drilling theorem と filling 
theoremを本質的に用いる．この結果は，穴
あきトーラス群空間の境界が局所連結ではな
いという Bromberg の結果とも大いに関係
がある． また，この結果は，穴あきトーラス
群の変形法として知られている複素地震  
(complex earthquake) と，境界群の構成方
法である Klein - Maskit の組み合わせ定理
との間の繋がりを示したという意味で意義が
大きい．このことは，複素 Fenchel - Nielsen 
座標を用いることで，より自然に理解できる
ことも明らかにした． 
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３．現在までの達成度 
②おおむね順調に進展している． 
最終目標である Kerckhoff - Thurston の現
象は，穴あきトーラス群空間では起きず，２
つの穴あきトーラス群に組み合わせ定理を適
用することで起こる．しかし，そのことを理
解する土台として，１つの穴あきトーラス群
への組み合わせ定理の適用に関する上述の
（linear sliceの）結果を得たので，現時点で
は順調に進んでいると言える． 
 
４． 今後の研究の推進方策 
穴あきトーラス群空間の linear slice に関
する結果を論文にまとめると同時に，その周
辺の理解を推し進めたい．その後，Kerckhoff 
- Thurston の現象の理解に向けて考察を進
めていく予定である． 
 
５. 代表的な研究成果 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
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