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研究成果の概要：正規分布における未知母数の推定問題を考える．平均も分散も未知の場合，

通常「分散が未知の下での平均の推定問題」あるいは「平均が未知の下での分散の推定問題」

が別個に考えられてきた．しかし，両方未知であるのでどちらも同時に推定する方が自然であ

る．損失関数としては，平均ベクトルに二乗損失，分散にエントロピー損失を仮定し，それら

の適当な重み付き和を用いる．本科研費の成果として，平均と分散のそれぞれ最良不偏推定量

を優越する縮小型ベイズ推定量を提案した．  
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１．研究開始当初の背景 
確率分布の未知パラメータ（平均や分散など，
分布を特徴付ける量．ベクトルであってもよ
い）を，その分布からの標本をもとに推定量
で言い当てるとき，推定量はパラメータの真
値に近い方が望ましい．統計的決定理論では，
推定量と真値が離れるほど値が大きくなる
損失関数を用意して，その期待値であるリス
ク関数をもとに推定量の善し悪しを評価す
る．このとき，任意のパラメータについて他
の全ての推定量よりもリスクが小さくなる
ような絶対的に良い推定量は存在しないの
で，使うべき推定量を決めるのは容易ではな

い．しかし，使うべきでない推定量を決める
のは容易である．それが非許容性であり，非
許容的でない推定量を許容的であるという．
許容性は最適性の基準としては非常に弱く，
それ故に是非満たして欲しい性質である．ま
た許容性は，統計学の枠に収まらない普遍的
な概念であり，例えば経済学でパレート最適
として知られている均衡状態の概念と同等
である．本研究で興味があるのは，他の基準
で良いとされる自然な推定量（例えば最小分
散不偏推定量や最尤推定量など）が非許容的
となる現象の理論的解明である．この現象は，
Stein (1956)による「Xが多変量（次元 3以
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上）正規分布に従うとき，平均ベクトルの自
然な推定量Xが二乗損失関数の下で非許容的
である．」という指摘に端を発している．そ
の後，Brown (1966,1979)が示したように正
規性や二乗損失関数の仮定は本質的ではな
く，複数のパラメータを同時に推定する場合
に同様の現象が起こることが知られており，
一般にスタイン現象あるいはスタイン問題
と呼ばれている． また，「実際に改良する推
定量として知られている James-Stein 推定
量に Efron and Morris (1972)によって経験
Bayes的解釈が与えられたこと」また「3次
元が許容性，非許容性の境界になっているこ
とに対して，Brown運動の再帰性・非再帰性
と強く関連していることが Brown (1971)に
よって示されたこと」でそれぞれ応用的観点，
理論的観点の両面から興味深く，多くの研究
者により研究されてきた． 
 
 
２．研究の目的 
Brown (1966, 1979)が指摘したように，複数
のパラメータを同時に推定する場合，分布や
損失関数にほぼ無関係に自然な推定量が非
許容的になることが多い．この場合，自然な
非許容的推定量を改良する推定量を明示的
に提案することが，重要なテーマの一つであ
る．もちろん一般的な問題設定では難しく，
過去の研究においては，数学的に非常に扱い
やすい特定の分布，損失関数(具体的には，分
布としては正規分布，指数型分布族，多変量
球面対称分布，損失関数としては二乗損失関
数，カルバックライブラ損失関数が挙げられ
る)について結果が得られてきた．しかし，提
案された推定量もまた非許容的であれば，さ
らにその推定量を改良する推定量を探すと
いう，よりやっかいな問題が生じることに注
意する必要がある．従って，「非許容的な推
定量を改良し」かつ「許容的な」推定量を導
出することが非常に重要であり，これが研究
課題である「スタイン現象に対処する許容的
な推定量の追求」の意味である．本プロジェ
クトでは，個々の未解決な場合を意識しつつ，
出来るだけ一般的な設定で，非許容的な推定
量を改良する許容的な推定量を考える． 
 
 
３．研究の方法 
この研究は理論的研究であり，自分の頭で考
え，また問題を共有する共同研究者と議論を
行う以外のことはしていない．共同研究者と
のディスカッションのため，受領金額のおお
くを使わせて頂いたことに感謝する．具体的
に，議論した海外研究者は以下の通りである． 
 
Larry Brown教授 (ペンシルバニア大) 許容
性について非常に多くの論文があり，統計的

決定理論の権威である．研究全体について議
論した． 
 
James Zidek教授 (ブリティッシュコロンビ
ア大) 一般化Bayes推定量の許容性を考える
とき，Bayes risk differenceを評価する(上か
ら抑える)ことが必須である．そのための重要
なアイデアが Zidek (1970)にあり，その拡張
可能性について議論した．実際にはこの拡張
はうまく出来なかった． 
 
Edward George教授 (ペンシルバニア大) 予
測問題における許容性の問題，及びリッジ回
帰推定量を用いた予測について議論した． 
 
Bill Strawderman 教授 (ラトガース大) ス
タイン問題での階層型一般化事前分布の創
始者である．本プロジェクトでは，私の目的
に役に立つ事前分布について，詳細に議論し
た． 
 
 
４．研究成果 
ここでは，研究期間終了時点での最新結果で
ある Maruyama (2009)および Maruyama 
and Strawderman (2009)の研究結果の概略
を述べたい． 
(1) Xが p変量球面対称分布に従っていると
きにその平均ベクトル θの推定問題を二
乗損失関数のもとで扱う．この問題にお
いて一般化ベイズ推定量が許容的かどう
か の 特 徴 付け は ， Maruyama and 
Takemura (2008)でなされたが，必ずし
も分かりやすい条件ではなかった．それ
をより分かりやすく，またよく知られた
正規分布の仮定下でのそれと対応した形
で，提案するというのが主眼であった．
まず，この種の問題に対しては，通常ブ
ライスの十分条件が使われることを確認
しておく．ブライスの十分条件により，
許容性を証明するには，証明しようとす
る improper な事前分布に漸近的に近づ
く proper な事前分布の列で性質のよい
ものを見つける必要がある．そのような
事前分布の列の中で，有名であるが，理
論的にやや不満足な列として，Brown 
and Hwang (1981)が挙げられる．この列
はターゲットとなる事前分布と独立に作
れていることが一つの特徴である．その
特徴を保ったままで，Brown-Hwang 
type の列を改良したのが，Maruyama 
and Takemura (2008)であった．しかし，
ほとんどの事前分布が，この論文で提案
された十分条件でカバーされるが，正規
分布の場合に完璧な十分条件として知ら
れている Brown (1971)のものと対応が
つかない．  これを解決するため，



 

 

Maruyama and Takemura (2008)の列
をターゲットとなる事前分布に依存させ
るように修正することにより，正規分布
の場合には，Brown (1971)の正規分布の
結果と完全に対応する十分条件が得られ
た．もちろん私の結果は，非正規分布の
場合も含んでおり，Brown (1971)のエレ
ガントな十分条件が，非正規の場合にも
適用できることを示した．またその十分
条件を満たす事前分布として，調和関数
がある．その調和関数を事前分布とする
一般化ベイズ推定量は，自然な推定量 X
を改良する十分条件をチェックしやすい
形をしている．実際に多変量スチューデ
ント分布を含む広いクラスに対して，改
良する十分条件を満たすことを確認した．
つまり，非正規の場合に，自然な推定量
X を改良して，かつ許容的な推定量が提
案できたことになる． 

  
(2) 正規分布における未知母数の推定問題を
考える．平均も分散も未知の場合，通常
「分散が未知の下での平均の推定問題」
あるいは「平均が未知の下での分散の推
定問題」が別個に考えられてきた．しか
し，両方未知であるのでどちらも同時に
推定する方が自然である．損失関数とし
ては，平均ベクトルに二乗損失，分散に
エントロピー損失を仮定し，それらの適
当な重み付き和を用いる．本科研費の成
果として，平均と分散のそれぞれ最良不
偏推定量を優越する縮小型ベイズ推定量
を提案した．この問題について，許容性
を考えるのは難しいが，現在研究進行中
である．  
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