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研究分野：公理的集合論 
科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 
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１．研究計画の概要 
 カントールが提唱した連続体仮説が、集合

論の公理系 ZFC から独立であることが証明

されて以来、集合論の発展とともに、様々な

数学的命題が ZFC と独立であること、すな

わち “ZFC から証明も反証もされないこと” 
が証明されてきた。ZFC が確立されてから、

最小の不可算(非可算)濃度アレフ 1上の組合

せ論は多くの集合論者に研究されてきてお

り、ルベーグ測度やベールのカテゴリーに関

する実数の集合族の組合せ的性質や、(P(ω), 
Fin) 上の組合せ的性質、一般位相空間論の発

展に役立ってきた。 

 この科学研究費補助金の研究計画は、以下

の三点に分けることができる。 

(1) (omega_1,omega_1)-gap に関する組合せ

的命題の独立性と、それに関連する

Martin’s Axiom の fragments の独立性。 

(2) サイズがアレフ 1の Dowker space に関す

る組合せ的命題の独立性。 

(3) Pmax 強制法を応用して、アレフ 1 上の組

合せ的命題の独立性を導く新しい手法を

編み出す、もしくはその足がかりを作る。 

 
２．研究の進捗状況 
(1) Aronszajn tree や(omega_1,omega_1)-gap

などに関連する強制法の組合せ的性質を調

べ、強制法に関する（ccc よりも強い）いく

つかの性質を導入し、それらの特徴や、それ

らの性質を持つ強制法に制限した Martin’s 
Axiom に関する独立命題をいくつか導きだし

た。この研究に関しては、3 編の論文を作成

し、招待講演も行った。 

(2) Rudin が構成した、Suslin tree から構

成される Dowker space を調べ、その一般化

を導入した。その一般化が、いつ Dowker と

いう性質を持つかを調べ、Martin’s Axiom や

Proper Forcing Axiom が成り立つときは、そ

れらが Dowker という性質を持たないことを

証明した。この研究に関して、1 編の論文を

作成し、招待講演も行った。 

(3) Pmax強制法のいくつかのバリエーション

を与え、それを調べた。特に、Suslin tree

を 一 つ 保 存 す る Pmax variartion と 、

(omega_1,omega_1)-gap を一つ保存する Pmax 

variation の関係に重点を置いた。それらの

拡大モデルの中で、対応する強制法が

onega_1 上 の nonstationary ideal の

saturation を保存するかどうかを調べ、その

うちの結果の一つを講演し、他の結果を数理

解析研究所の講究録に掲載予定（Paul B. 

Larson (Miami University) との共著）。 

 
３．現在までの達成度 
○1当初の計画以上に進展している。 
（理由） 
 (2) は当初の予定通り研究を進めること
ができた。(3)は、申請時より減額幅が大き
く、Paul B. Larson 氏の元に長期間滞在し、
研究打ち合わせをすることができなかった
ため、研究予定を大幅に縮小していた。し
かし、その割には結果を出すことができた
と考えている。(1)が、今回の研究で大きな
割合を占めている。当初は、rectangle 
refining property に関連する強制法の性
質 の み を 調 べ る 予 定 で あ っ た が 、
nonspecial な Aronszajn tree の存在を保
証する Saharon Shelah の手法に着目し、当
初は全く予想していなかった結果を導くこ
とができた。さらに、Jörg Brendle 氏の助
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言で、ここで調べた性質を持つ強制法がラ
ンダム実数を付け加えないことを示すこと
ができ、ランダム実数を付け加えない ccc
強制法の全く新しい例を提示することがで
きた。当初の予定より大幅に結果を出すこ
とができたため、当初の計画以上の進展が
あったと言える。 
 
４．今後の研究の推進方策 

(1)は、申請時の計画は終了したので、今後

は同じトピックではあるが、違う研究を進め
て行く。 

(2)は、サイズ aleph_1 の Dowker space にこ

だわらず、Dowker space に関する未解決問題

を、Balogh の構成したサイズが連続体の

Dowker spaceの構成法を応用してアプローチ
したい。この研究は、大田春人氏（静岡大学）

と研究打ち合わせを頻繁に行い、進めて行く。 

(3)は、Paul B. Larson 氏と研究打ち合わせ

を継続していく。 

 

５. 代表的な研究成果 

（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に

は下線） 
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