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研究成果の概要（和文）：グラフの因子問題は、与えられたグラフに対して、ある特定の性質を

みたす全域部分グラフを見つけるという問題である。全域部分グラフとは、与えられたグラフ

のすべての点と一部の辺からなるグラフのことである。本研究の目的は次の 2点にあった。(1)

グラフ全体でもつ構造がグラフの一部分でもあり得るかを研究し、グラフ全体で知られている

性質との関連性を追求していく。(2)連結因子の構造を様々な角度から検証し、その存在定理の

解決方法を提示する。これらについて、いくつかの成果が得られた。 
 
研究成果の概要（英文）：A subgraph of a graph G is a graph if each of vetices belongs to the 
set of vertices in G and each of edges belongs to the edges in G. A factor of a graph is a 
spanning subgraph with some property. The main purposes of this research are the 
following: (1) We find mathematical structures in the specified subgraph of a graph, which 
is similar to those in the spanning subgraph of a graph. (2) We also find sufficient 
conditions for a graph to have some kinds of a connected factor.  
For these purposes, some results are obtained in this research. 
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１．研究開始当初の背景 
グラフの因子理論は、グラフという概念が誕
生した初期のころから長きに亘って研究さ
れ続けている歴史が長い分野のひとつであ
り、現在においても国内外で活発に研究され
ている重要課題である。例えば、2002 年には
アメリカの Vanderbilt University において、
グラフの因子に特化した研究集会が開かれ
たことがあるほどである。また、これまでの

経緯および現在の活発な研究状況から推測
すると、グラフ因子は今後もグラフ理論の中
心的課題のひとつとして研究されていくと
思われる。 
この分野における最も大きな成果は、Tutte、
Lovász によって得られたグラフがある因子
をもつための必要十分条件である。しかし、
これらの結果には主に次の 3つの問題点があ
る。 
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(1) これら必要十分条件は、かなり複雑な評
価式である。 
 
(2) 与えられたグラフにおいて、指定した部
分グラフに特定の性質をみたすグラフがあ
るか否かが一般には判定できない。 
 
(3) 対象となる因子が、連結であるか否かが
判定できない。 
 
(1)の問題に対しては、グラフが所望の因子
をもつための簡明な十分条件を得ることが
近年の重要な研究課題であり、これまで私を
含め、十数年の間に国内外の多くの研究者が
多くの結果を出している。 
 
(2)の問題に対しては、私の過去の研究で、
グラフ因子の基本的構造ともいえるマッチ
ングを自然に拡張した概念である奇次数部
分グラフに対し、この奇次数部分グラフがグ
ラフの一部分を覆うための必要十分条件を
得ることができた。これはグラフ全体での結
果をグラフの一部分へも自然に拡張できた
萌芽的結果であり、グラフ全体がもつ様々な
構造が部分グラフにもあり得るのではない
かということに注目するきっかけとなった。
実際、さらに研究を進めると、平成 13～14
年度には加納幹雄茨城大学教授と私との共
同研究において、これまでに知られている多
くの因子を包含する新たな因子を定義し、グ
ラフがこの因子をもつための必要十分条件
を得ることができた。この結果を掲載してい
る論文は、その referee's report におい
て 、 ”The publication is strongly 
recommended.”との評価を頂き、国際専門誌
に掲載されている。これらにより、(2)の問
題を部分的に解決している。 
 
(3)の問題については重大とされながらも、
これまであまり研究がなされていなかった。 
 
２．研究の目的 
上記の学術的背景を踏まえ、本研究では、次
の 2点を研究目的とした。 
 
(1) グラフ全体でもつ構造がグラフの一部
分にもあり得るかを研究し、グラフの全体
で知られている性質との関連性を追及して
いく。グラフにおいて予め指定された部分
グラフに注目し、それが特定の性質をみた
すグラフで覆うことができるか否かを判定
する必要十分条件をみつける。 
 
(2) 連結因子の構造を様々な角度から検証
し、その存在定理の解決方法を提示する。 
 

研究目的(1)については、その構造が徐々に
明らかとなりつつあったが、十分な解決には
至っていなかった。特に、グラフに関して所
望の構造があるか否かという課題は、グラフ
全体であれば多くの性質が知られているに
も関わらず、一部分に注目した結果は、最近
になって活発化してきた研究であるため、解
決すべき課題が多く残されている。 
 
研究目的(2)については、これまで、その構
造の複雑さからほとんど研究がなされてい
なかったが、過去の私の研究において、各点
から出る辺の本数が制限された木の構造に
注目して、いくつかの結果を得ている。 
 
３．研究の方法 
まずは、グラフの部分グラフや因子、ハミル
トンサイクルが存在するための十分条件に
ついて、過去の結果を調査した。 
次に、その研究が活発であるハミルトンサイ
クルの存在で得られている十分条件につい
て、これらが部分グラフや因子にも適用でき
るか否かを検討した。この結果、ハミルトン
サイクルで得られている結果を自然に拡張
する形で、部分グラフや因子について、いく
つかの結果が得られた。 
また，これらを論文としてまとめたり、研究
発表を行ったりした。 
 
４．研究成果 
各点から出る辺の本数が制限されたグラフ
の木の構造に注目して、いくつかの結果を得
た。また、研究目的(1)、(2)を同時にみたす
ような結果、すなわち、グラフの部分に所望
の連結な木構造があるための十分条件につ
いても得ることができた。 
 
まず、研究目的(1)については、当分野にお
けるこれまでの研究では、グラフ全体に所望
の性質をみたす全域部分グラフ(因子)があ
るかという問題に対して、多くの研究がなさ
れ、多くの結果が得られている。しかし、グ
ラフに関して所望の構造があるか否かとい
う課題は、グラフ全体であれば多くの性質が
知られているにも関わらず、一部分に注目し
た結果は、最近になって活発化してきた研究
であるため、解決すべき課題が多く残されて
いる。この点に注目して、指定した点を端点
とする全域木が存在するための次数条件を
得ることができた。 
 
主定理の概略は以下の通りである。 
 
(k+1)-連結グラフ Gにおいて、互いに辺で結
ばれていない 2 点の組すべてに対し、これら
2点から出る辺の本数が|G|+1 本以上ならば、
G には指定した点を端点する全域木がある。 



 
また、この系として、指定した点を端点とし
て含む全域木がグラフに存在するための次
数条件も得られた。 
 
一方、研究目的(2)について、既存の因子に
対しては、これまで多くの研究者が多くの結
果を残しているが、そのほとんどが連結性を
問われていない因子に関するものであった。
これに対し、 本研究では 2 つの方向性によ
り、連結因子構造の解明に取り組んだ。 
まずは連結因子の基礎研究として、2 部グラ
フに正則因子が存在するための次数条件を
得た。この結果については、2008 年 7 月に電
気通信大学で開催された「純粋数学及び応用
数学としての組合せ論・離散数学そしてその
周辺ワークショップ」で発表を行った。この
結果は発表時点では単独研究であったが、こ
の発表をきっかけにして、他の研究者から有
益なアイデアを得ることができ、一般的な成
果へと拡張することができた。 
さらに、グラフの木という連結因子が存在す
るための次数条件も得られた。これは研究目
的(1)も部分解決する結果であり、今後、本
研究課題を続けていく上で重要な位置を占
める、大変興味深い結果である。 
 
主定理の概略は以下の 2点である。 
 
(i) 与えられたグラフにおいて、指定した点
部分集合に含まれる任意の独立な k点から出
る辺の本数が|G|-1 本以上であるならば、各
点から出る辺の本数が最大 k であり、指定し
た点部分集合をすべて含むような木が存在
する。 
(ii) 指定した点部分集合を A とし、w(G-A)
を誘導部分グラフ G-Aにおける成分の個数と
する。このとき、与えられたグラフにおいて、
Aに含まれる任意の独立な k-w(G-A)点から出
る辺の本数が|G|-1 本以上であるならば、A
の各点から出る辺の本数が最大 kであるよう
な全域木が存在する。 
 
これらの結果は 1975 年に Sein Win によって
得られた全域木の結果を部分グラフへ自然
に拡張した結果であり、次数条件の下界は最
良である。 
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