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研究成果の概要（和文）：滑らかな有界領域において，非線形不等式を満たす正値優調和関数が

適当な境界増大評価を満たすような非線形指数の範囲を明らかにし，更に半線形楕円型方程式

の正値解でポアソン核と比較可能なものの存在を示した．また，特異型半線形楕円型方程式の

正値解が存在するためのディリクレ境界関数に対する十分条件を与えた．ポテンシャル論に関

しては，調和測度が２倍条件を満たすための領域の決定，グリーン関数とマルチン核の積に対

する評価，マルチン核の境界挙動に関する結果を得た． 
 
研究成果の概要（英文）：In a bounded smooth domain, we established a suitable boundary 
growth estimate for positive superharmonic functions satisfying a nonlinear inequality. 
Moreover, we proved the existence of positive solutions of semilinear elliptic equations that 
are comparable to the Poisson kernel. Also, we gave a sufficient condition for Dirichlet 
boundary data to guarantee the existence of positive solutions of singular semilinear 
elliptic equations. In regard to potential theory, we studied a doubling property of harmonic 
measure, an estimate for the product of the Green function and the Martin kernel, and the 
boundary behavior of Martin kernels. 
 
交付決定額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
１９年度 1,000,000 円 0 円 1,000,000 円 

２０年度 1,100,000 円 330,000 円 1,430,000 円 

２１年度 1,100,000 円 330,000 円 1,430,000 円 

年度    

  年度    

総 計 3,200,000 円 660,000 円 3,860,000 円 

 
 
研究分野： 数物系科学 
科研費の分科・細目： 数学・基礎解析学 
キーワード： 実解析，関数方程式 
 
１． 研究開始当初の背景 
ポテンシャル論は主にラプラス方程式の解
である調和関数や優調和関数の局所的性質，
大域的性質を深く研究する分野である．一方，

非線形偏微分方程式論では，星の密度分布を
記述するレーン・エムデン方程式などの半線
形楕円型方程式の研究が盛んに行われてい
る．主に，正値解の存在・一意性に関する研
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究であり，解の性質については未解決な問題
が多い．この様な方程式の正値解は優調和関
数であるため，ポテンシャル論の観点から正
値解全体の構造および性質を調べることは
興味深い．また，p-ラプラス方程式などの準
線形楕円型方程式の研究が北欧，北米で活発
に行われているが，微分作用素が非線形であ
るため解析が困難であり，関心ある未解決問
題は多く残されている． 
 
 
 
２． 研究の目的 
 
レーン・エムデン方程式や p-ラプラス方程式
などの非線形楕円型方程式の正値解全体の
構造および性質について次を解明すること
が目的である． 
 
(1) 有界領域におけるレーン・エムデン方程

式に対して，境界に特異点をもつ正値解
の存在および正値解の境界挙動（特に，
境界増大度や非接極限の存在）を考察す
る． 

(2) p-ラプラス方程式に関する特異解(p-グ
リーン関数)の対称性および大域的評価，
p-調和測度の評価，p-マルチン核の大域
的評価などについて研究する．また，p-
調和関数の境界挙動を研究する． 

 
 
 
３．研究の方法 
 
研究（１）については，変分法の手法で境界
に特異点をもつ正値解の存在を示すのは難
しい．なぜなら，ポアソン核は適当なソボレ
フ空間に属さないからである．そこで，グリ
ーン関数とポアソン核に関わる評価を与え，
半線形楕円型方程式に対応する積分作用素
の一様有界性と同程度連続性を示し，シャウ
ダーの不動点定理を用いて解の存在を明ら
かにすることができた．また，半線形楕円型
方程式の正値解の境界増大度については，解
をポテンシャル表示したとき，密度関数に対
する具体的な制約がないため如何に解析す
るかが１つの問題点であった．しかし，非線
形方程式の特性を用いると，密度関数が逆向
きのヘルダー不等式を満たすことを示すこ
とができ，ブートストラップの議論を用いて
解決することができた． 
研究（２）については，方程式（特に微分作
用素）が非線形であるため p-グリーン関数の
対称性を直接示すのは困難である．そこで，
特異点付近での挙動，比較評価や境界ハルナ
ック原理などを仮定のもと，一般に非対称な
グリーン型関数はどのような形で大域的に

評価できるかを考察した．境界ハルナック原
理を用いて p-調和測度と p-グリーン関数の
関係を導き，上述の大域的評価を適用して p-
グリーン関数の擬対称性，p-調和測度の評価，
p-マルチン核の増大度の間の同値性を確立す
ることができた． 
いずれの研究においても，ポテンシャル論

研究集会，日韓共催の実・複素解析会議，日
本数学会などで講演を行い，専門家の意見や
情報をもとに結果の改善，改良を加え質ある
研究に努めた． 
 
 
 
４．研究成果 
 
本研究の目的は十分に達成でき，以下の成果
を挙げることができた． 
 
(1) 滑らかな有界領域において，非線形不等

式を満たす正値優調和関数の境界増大度
と非線形指数の関係について考察した．
非線形指数が次元に依存する或る定数以
下ならば高々正値調和関数の境界増大度
であり，大きいならば幾らでも速く増大
する優調和関数が存在することを明らか
にした．更に，２次元のときにアルソー
ブとフーバーの結果を考慮して非接極限
の存在定理を得た． 

(2) 半線形楕円型方程式の正値解でポアソン
核と比較可能なものの存在をポテンシャ
ル論の手法で示した． 

(3) p-ラプラス方程式に関するグリーン関数
の擬対称性，調和測度の評価，マルチン
核の増大度の間の同値性を示した．更に，
p が次元に等しい場合に，グリーン関数
とマルチン核に対する具体的な大域的評
価を与えた． 

(4) 特異型半線形楕円型方程式のディリクレ
問題の正値解の存在について考察し，境
界関数が小さい時は正値解は存在せず， 
大きい時は正値解が必ず存在することを
明らかにした． 

(5) 外部領域において，松隈型半線形楕円型
方程式の正値解の無限遠点での極限の存
在を考察し，非線形指数が次元に依存す
る或る定数より小さいならば極限は存在
し，大きいならば極限の存在が保証され
ないことを明らかにした． 

 
以上が非線形楕円型方程式に関する研究成
果であり，当初目的以外の研究(4), (5)まで
行った．更に，ポテンシャル論に関して次の
研究成果を得た． 
 
(6) ファトゥ・ナイム・ドゥーブの理論を発

展させ，差集合の極小尖細性とマルチン



 

 

核の挙動の関係を明らかにした．具体的
応用として，リプシッツ領域のマルチン
核の極付近での増大度に関わる結果を得
た． 

(7) 複雑な境界をもつ錐領域の頂点と無限遠
点のマルチン境界点がただ一つであるこ
とを示し，非接領域内の集合の古典的尖
細性と極小尖細性の同値性を示した． 

(8) 弱い内部条件を満たす領域において，グ
リーン核とマルチン核の積に対する具体
的な評価を与えた． 

(9) 調和測度が２倍条件を満たすような領域
に対する必要十分な幾何学的条件を与え
た． 

(10) ヘルムホルツ方程式の正値解の境
界挙動に関するリトルウッド型定理を与
え，コラニ・テイラーの接近領域の最良
性を示した． 
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