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研究成果の概要（和文）： 
 本研究では、工学や経済学等への応用として重要な非線形問題を扱い、それらの相互関係お

よび近似解を求めるためのアルゴリズムについて研究をした。とくに均衡問題と変分不等式問

題およびその関連問題について、集合値解析的手法を用いて研究をし、問題間の相互関係の特

徴付け、解の近似に関する新しい手法等を提案した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
    In this research, we deal with some nonlinear problems which have been applied 
to other research fields such as engineering, economics, and others.  We investigated 
their relationship and algorithms for finding their solutions.  We focused on the 
equilibrium problems and variational inequality problems and found their close 
relationship.  We also proposed some approximation methods of the solutions to these 
problems by using the methods of set-valued analysis. 
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１．研究開始当初の背景 
均衡問題とは、Banach 空間上で定義された
2 変数関数に対し、この関数を用いて定義さ
れたある不等式系をみたす点を求める問題
であり、凸最適化問題や鞍点問題、非協力ゲ
ームにおけるナッシュ均衡等、数学のみなら
ず多くの分野に関連した問題をより一般的
な形で定式化した問題である。非線形解析学
においても、不動点問題、変分不等式問題、
相補性問題等の重要な問題を一般化したも 

のになっている。1994 年に Blum、Oettli に
よってこのことが包括的に指摘されて以来、
均衡問題の重要性が注目を集め、現在に至る
まで多くの数学者によって研究がなされて
きた。 
 一方、1970 年代以降に飛躍的な発展を遂
げた集合値解析は、数学のさまざまな分野へ
の応用がなされている。中でも非線形関数解
析学、とくに凸解析学への応用はもっとも大
きな成果をあげているものの一つであり、経
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済学や工学等、数学以外の分野へのさらなる
応用が広くなされている実用的な研究であ
る。 
 研究をきっかけに、均衡問題の解の存在定
理や、点列を用いた解の近似定理等が活発に
研究されており、主に国外において興味深い
結果が発表されている. 
 一方、国内においては最近になっていくつ
かの論文は見られるものの、本格的な研究に
ついては発展途上の段階であった。 
 均衡問題に関する過去の結果の多くに共
通する特徴として、証明の手法が変分不等式
問題に関する定理の証明手法と類似してい
るということがある。この事実から、均衡問
題と変分不等式問題の間には、前者が後者の
一般化であるということ以上の深い関連が
あると予想される。しかしながら、このよう
な特徴があるにも関わらず、現段階において
両者の関係についての満足できる結果は得 
られていなかった。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、数ある非線形問題の中でも均
衡問題と変分不等式問題との関係に焦点を
絞り、各問題に対する特徴づけ、両者が同値
となるための条件等の周辺問題を包括的に
あつかう。さらに、変分不等式問題に対する
既存の結果の均衡問題への応用、実際に問題
を解く際に必要な理論等についても研究対
象とする。具体的には以下の通りである。 
(1) 均衡問題および変分不等式問題に関する
集合値解析の立場からの理論構築  
(2) 均衡問題と変分不等式問題との類似点の
考察  
(3) 均衡問題と変分不等式問題との関係の解
明  
(4) 解の近似定理等への応用と計算機シミュ
レーション方法の確立 
 
３．研究の方法 
 本研究における最も重要な特色は、集合値
解析の手法を用いたアプローチをおこなう
という点にある。この理論的な視点を踏まえ、
さらに数学的な解決だけではなく、均衡問題
の近似解を得るアルゴリズムを計算機によ
ってシミュレートする方法を確立すること
も試みる。数学的な理論だけではなく現実的
な問題の解決も視野に入れることで、研究の
意義はより深まると考えられる。 
 以下に具体的な研究の方法を述べる。 
 
(1) 本研究で必要な基礎的概念に対する集
合値解析的アプローチの模索と関連する成
果の発展拡充を試みる。 
(2) 変分不等式問題およびその周辺の問題
について検証し、均衡問題との関係について
具体的な結果を得る。とくに両問題が同値に

なるための条件について、具体的問題への適
用が可能な条件を探る。 
(3) 変分不等式問題に対する解への収束定
理が均衡問題についても適用可能かどうか
を検証する。既存の収束定理だけではなく、
均衡問題との関係からも新たな収束定理の
可能性を探り、均衡問題の解の近似について
新たな知見を得る。 
(4) 均衡問題に含まれる種々の非線形問題
を計算機を用いて解く際の実装方法につい
て検証する。個々の問題に特有の条件に対し
て、より効率のいい解法が存在する可能性に
ついても探る。 
(5) 計算機への実装を考慮し、収束定理を検
証する。実用上で不十分な点を明確にした上
で、数学的な解 決が可能かどうかを考察し、
問題の再設定、計算法の見直し、定理の再構
成などをはかる。 
(6) 上記の結果をもとに計算機による数値
実験をおこなう。理論検証とともに実用性の
程度も考察する。 
 
４．研究成果 
 本研究課題における研究成果に挙げられ
るものとして、第一にバナッハ空間上で定義
された単調作用素に対する零点問題と、 2 変
数関数に対する拡張された均衡問題との関
係に関する成果がある。 
 この結果においては、一定の条件の下で均
衡問題と変分不等式問題の相互の同値性を
証明し、 同値な問題として互いを結びつけ
る対応を具体的に示すことに成功した。  
 単調作用素の零点問題とは、実バナッハ空
間からその共役空間への多価写像が単調性
という性質をもつ場合に、像が 0 を含むよう
な定義域の点を求める問題である。この問題
は、変分不等式問題や不動点問題、凸最適化
問題等を抽象化した問題として知られてお
り、多くの応用をもつ重要な問題である.一方、
均衡問題は、バナッハ空間の閉凸集合上で定
義された 2変数関数によるある種の不等式系
を同時にみたす点を求める問題であり、そこ
で扱う関数については、通常凸性や連続性に
関するいくつかの性質が仮定される。単調作
用素の零点問題と同様、均衡問題も変分不等
式問題や不動点問題、凸最適化や鞍点問題等、
多くの問題を含むことで知られている。単調
作用素の零点問題と均衡問題はともに多く
の非線形問題を含んでおり、既存の研究にお
いてもそれらの類似性が指摘されていた。し
かしながら、相互の問題の関係について具体
的に調べた研究については知られていなか
った.本論文では、均衡問題の値域を正負の無
限大を含む拡張された実数へと一般化し、さ
らに解の集合を変えずに定義域を空間全体
と拡張したものを考えることで、零点問題と
の相互関係を解明することに成功した。本論



文で得られた結果は次のように要約できる。 
(1) 拡張された均衡問題は、いくつかの仮定
の下で、極大単調作用素の零点問題に対応し、
対応する問題同士の解集合は一致する。 
(2) 極大単調作用素の零点問題のうち、作用
素の実効定義域が閉集合であるものについ
ては、拡張された均衡問題と対応している。
対応する均衡問題は(1)における仮定をみた
し、解集合も一致する。 
(3) (2)で考えた極大単調作用素と、対応する
均衡問題を与える 2変数関数はリゾルベント
という写像を共有する。 
(4) さらに仮定を付け加えると、(1)の対応が
(2)の逆対応となる. 
これらの結果から、均衡問題は、解の近似を
得るために通常用いられる仮定の下で単調
作用素の零点問題に完全に含まれることが
わかる。とくに, リゾルベント写像を用いた
さまざまな解の近似法については、単調作用
素の零点問題の方がより本質的な問題であ
り、本論文の結果から、均衡問題は零点問題
のサブクラスに過ぎないということが判明
した。 
 第二に、均衡問題および変分不等式問題に
密接な関わりがある増大作用素の零点問題
の近似解法に関連する結果が挙げられる。計
算機シミュレーションのための実装方法を
視野に入れた上での理論および実験のため
に必要な問題の考察として、計算誤差の評価
に関する結果が得られた。 
 従来の研究では、点列を求める際の計算誤
差の許容範囲については、 1976 年に
Rockafellar が用いた仮定と同様に非常に厳
しい条件のままであるという点で、さらなる
改良の余地があると考えられる。実際、ここ
で仮定されている「誤差ベクトル列のノルム
の無限和が有限値を取る」という条件は、数
値計算等で起こり得る誤差では非現実的で
あり、このまま実際の計算に適用することは
不可能である。 
 上記の問題点を改良するために、収束のた
めに必要の条件の考察をおこなった。問題解
決のための主たる手法は二つあり、一つは漸
化式に現れる凸結合の係数列に対する条件
の緩和、もう一つは漸化式で用いる係数を決
定する際に、それまでに得られている点列の
情報を用いることで、収束に関してより効率
のよい係数列を生成するという方法である。 
 前者の凸結合係数列の緩和に関する部分
は 2009 年からの一連の論文による考察で考
察で、リゾルベントの計算の際に生じる誤差
を O(1/ns) (s > 0)程度に抑えられれば、近似
列の解への弱収束が保証されるという結果
を得た。 
 一方、後者の手法である、現時点までの点
列の情報を用いて次の点の生成に用いる凸
結合の定数を決定する手法も弱収束するこ

とが証明された。従来の弱収束定理では, 凸
結合定数列の無限和が発散する場合におい
て点列の弱収束が保証されていたが、本論文
の結果は、写像や初期点に対応して然るべき
凸結合係数列を取ることによって、和が発散
しない場合においても弱収束する点列を生
成することができる場合があることを示唆
している.  さらに、係数列のの取り方は具体
的な形で与えられているため、実際の数値計
算等においても利用可能なものとなってい
る。 
 なお、本論文の主定理は作用素の列に対す
る結果として証明されているため,他の関連
する写像列の問題に対しても応用可能であ
る。 
 第三に、非拡大写像族に準ずる性質をもっ
た写像族、具体的にバナッハ空間における
relatively nonexpansive 写像と呼ばれる写
像 の 列 や 、 ヒ ル ベ ル ト 空 間 に お け る
quasicontractive 写像と呼ばれる写像の列に
対する共通不動点の近似列を生成する手法
に関する一連の結果が挙げられる。本研究で
は、ヒルベルト空間上で定義された非拡大写
像族に対する共通不動点近似の手法として
提唱された収縮射影法を中心に考察し、空間
や係数列、写像族に仮定されている様々な条
件を緩和することに成功した。一連の結果で
は、本研究課題で取り扱う均衡問題およびそ
れに関連の深い変分不等式問題に対して定
義されるリゾルベント写像等を一般化した
ものを取り扱っている。このことから、これ
らの結果は均衡問題を含む非線形問題の解
法の進歩に一定の貢献をするものと考えら
れる。 
 いずれの結果においても、研究の手法とし
て本研究課題の特徴である集合値解析の手
法を用いることで近似点列の弱収束性およ
び強収束性を証明しており、本研究課題の目
指す形での研究成果を意図通りに得ること
ができたという点で、当初の計画に沿った研
究が達成されたものと評価できる。 
 なお、本研究をより発展させた内容の研究
課題として、2010 年度より採択された文部
科学省科学研究費補助金基盤研究（C）の研
究課題「集合値解析の手法を用いた非線形解
析学の研究」があり、2009 年度までに本研
究によって達成されなかった課題について
はこちらで継続的に扱うこととなった。具体
的には、計算機実験を踏まえた理論の構築お
よびその考察と、具体的な問題に対する計算
機シミュレーションをおこなうことなどが
挙げられる。これらについては、計算機実験
に携わる研究者を共同研究者に迎えること
によって、より高度な手法を模索することが
期待されている。 
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