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研究成果の概要（和文）：特異点を持つ１階偏微分方程式において、その特異点を中心とする形

式羃級数解が一意的に存在するための条件を、方程式から定まる或る行列の固有値に対する条

件の形で与え、さらにその形式解が収束するための条件も与えました。また、形式解が発散す

る羃零型と呼ばれる線型方程式において、その発散解が総和可能となるための条件を、方程式

の係数に対する大域的条件（解析接続性、増大または減尐性）の形で与えることに成功しまし

た。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied first-order partial differential equations with 
singular points. Firstly, we gave conditions which ensure the existence and the uniqueness 
of formal power series solutions centered at the singular point, in forms of those for 
eigenvalues of some matrix determined by equations. Moreover, we gave conditions which 
assure the convergence of the formal solution. Secondly, we considered the linear 
equations called of nilpotent type, whose formal solution diverges, and we gave conditions 
under which the divergent solution is summable, in forms of global conditions (analytic 
continuation property, growth conditions or decreasing conditions) for coefficients of 
equations. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) ２変数羃零型と呼ばれる１階の線型偏
微分方程式に対して、その原点を中心とした
形式的羃級数解を考えたとき、それは一意的
に存在するが、収束解ではなく発散解である、
という、研究代表者（以下、「代表者」と略

記）によって１９９９年に証明された事実が
あります。そこで次に、その発散解を漸近展
開に持つような真の解（漸近正則解）が存在
するか、という問題が生じます。漸近正則解
の存在領域の開きを大きくすると、一般に存
在は期待出来ませんが、存在するならばそれ
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は一意的であることが知られており、このと
き発散解は Borel 総和可能と呼ばれ、漸近
正則解は Borel 和と名付けられています。
そこで、方程式の係数がどのような条件を満
たせば発散解が Borel 総和可能となるか、
という問題を、方程式を徐々に一般化させな
がら研究してきました。しかしながら、本研
究の研究開始当初、まだ方程式の完全な一般
化に到達しておらず、理論の適用範囲を拡げ
るためにも、この一般化を達成する必要があ
りました。 
 このような、偏微分方程式の発散解に対す
る Borel 総和可能性の問題は、１９９９年
に D.A.Lutz 氏、R.Schäfke 氏、三宅正武氏
による熱方程式に対する共同研究によって
初めて取り上げられ、それ以来、偏微分方程
式の発散解が Borel 総和可能となるための
条件を求めることが、漸近展開理論における
一つの重要な研究課題になっています。例え
ば代表的なものに、W.Balser 氏、三宅正武
氏による、熱方程式を一般化した或る定数係
数の高階方程式の研究（１９９９年、２００
４年）があります。代表者の扱っている方程
式は彼らの扱ったものとはタイプの異なる
変数係数の方程式であり、先に述べた方程式
の完全な一般化を達成することは、漸近展開
理論を発展させるという観点からも、重要な
研究課題となっていました。 
 
(2) 一般に、複素解析的微分方程式において、
その特異点を中心とした形式的羃級数解（以
下、「形式解」と略す）を考えたとき、一般
にはその存在は保証されません。また、仮に
存在したとしても、その一意性や収束性等は
一般には保証されません。そこで、これまで
代表者は、特異点が原点の場合に「如何なる
条件の下で形式解が一意に存在するか」「そ
のとき、もし形式解が発散するならば、その
発散の大きさはどれほどか」という問題を、
一般的な１階偏微分方程式に対して研究し
てきました。１９９９年に方程式が線型の場
合を扱い、２００４年に半線型の場合、２０
０６年に準線型の場合と、徐々に方程式の非
線型度を上げながら研究を続けて来ました。
本研究の研究開始当初は、これ以上の非線型
化はなされておらず、さらに非線型度を上げ
るという課題が残されていました。 
 上記の研究は、もともと、原点を特異点と
する線型偏微分作用素の核と余核を求める
という、大島利雄氏による１９７３年の研究
結果を一般化する目的で始めたものです。こ
れまで、代表者以外にも、R.Gérard 氏、田
原秀敏氏、三宅正武氏、吉野正史氏等によっ
て、様々な立場からの一般化が試みられて来
ました。代表者のこれまでの研究は、彼らの
研究の部分的な一般化となっていましたが、
方程式の非線型度を下げていたため、完全な

一般化とはなっていませんでした。そこで、
彼らの研究の一般化という観点からも、さら
に方程式の非線型度を上げる必要がありま
した。 
 
２．研究の目的 
(1) 最も一般的な２変数羃零型１階線型偏
微分方程式において、その発散羃級数解が 
Borel 総和可能となるために方程式が満た
すべき十分条件を、これまでの研究の一般化
となるような形で求める。さらにその条件が
技術的なものではなく本質的なものである
ことを示すために、条件が成り立たず、発散
解が Borel 総和可能とならないような反例
を構成する。 
 
(2) 原点を特異点とする一般の１階非線型
偏微分方程式に対して、形式解が一意的に存
在するために方程式が満たすべき十分条件
を与え、さらにそのとき形式解が発散するの
であれば、その発散の大きさを Gevrey 度と
呼 ば れ る指 数 を用 いて 正 確に 求 める
（Maillet の問題の研究と呼ばれている）。
また、過去の線型、半線型、準線型方程式に
対する結果（特に形式解の Gevrey 度に関す
る結果）を、より精密化させる。 
 

３．研究の方法 

(1) ２変数羃零型方程式における発散解の 
Borel 総和可能性の研究：本研究開始当初ま
での研究により、「形式解が Borel 総和可能
となるための条件は、方程式に形式的 Borel 
変換と呼ばれる変換を施して得られる或る
１階線型偏微分作用素の特性曲線の形と深
く関係している」ことが分かっています。そ
こでまず、この特性曲線の具体的表示を得る
ことを目標に研究を進め、その表示が得られ
たのち、それを用いて方程式の係数が満たす
べき条件を予想します。 
 予想結果の証明方法：一般的に、微分方程
式の発散解が Borel 総和可能であることの
証明は、方程式に形式的 Borel 変換を施し
て得られる方程式の解が、或る方向に無限遠
方にまで解析接続されて、指数関数増大度を
持つことの証明に帰着されます。この方程式
は、上記の特性曲線の具体的表示が得られて
いれば、合成積方程式、さらにはそれと同値
な無限階積分方程式の形で具体的に書き表
すことが出来ます。そこで、この２通りの形
の方程式を導き出したのち、解の解析接続可
能性の証明は合成積方程式を評価すること
によって行い、解の指数関数増大性の証明は
無限階積分方程式を評価することによって
行います。 
 
(2) 一般の１階非線型偏微分方程式におけ
る Maillet の問題の研究：まず形式解の一意



 

 

存在については、本研究開始当初までの研究
により、「方程式の線型主要部の Jacobi 行
列の固有値が“Poincaré 条件”と“非共鳴
条件”を満たしている場合、方程式の係数の
零点の位数に対する何らかの条件を付加す
れば保証される」ことが予想出来ていました。
そこで、この付加すべき条件を、幾つかの例
を検証しながら予想します。次に、形式解の 
Gevrey 度については、これも本研究開始当
初までの研究により、「微分作用素の Newton 
図形を適切に定義することが出来れば、その 
Newton 図形から定まる値として決定され
る」と考えていました。そこで、まず Newton 
図形の定義を確立させ、それを用いて実際に
形式解の Gevrey 度を予想します。 
 予想結果の証明方法：過去の研究で用いら
れた証明方法は、Gevrey 型発散（または収
束）羃級数のなす空間に重み付き L_1-ノル
ムを導入して Banach 空間（さらには 
Banach 代数）を構成し、縮小写像の原理を
適用して証明する、というものでした。今回
の研究においても同じ方法を採用します。そ
の際、適切なノルムを選ぶことが出来るかど
うかが鍵となります。L_1-ノルムのみにこだ
わらず、一般の L_p-ノルムを用いることも
視野に入れて、縮小写像の原理を適用出来る
ノルムを見つけることを目指します。 
 
４．研究成果 
(1) ２変数羃零型方程式における発散解の 
Borel 総和可能性の研究（２００７年度及び
２００８年度に実施）：「３．研究の方法（１）」
で述べた通り、本研究開始当初は、最も一般
的な線型方程式を扱い、方程式に形式的 
Borel 変換を施して得られる１階線型偏微
分作用素の特性曲線に対して、その具体的表
示を得ることを目標に研究を進めました。し
かしながら、この具体的表示を得ることが非
常に困難であったため、予定を一部変更し、
係数の一般性を尐し犠牲にして、やや特殊な
方程式を扱うことにしました。この特殊化の
結果、特性曲線の具体的表示を得ることが可
能になり、またそれを基に、発散解が Borel 
総和可能となるために方程式の係数が満た
すべき条件を予想することも可能になりま
した。そして最終的に、「発散解の Borel 総
和可能性は、方程式の係数に対する“或る種
の”解析接続可能性と、その偏導関数に対す
る“或る種の”増大（または減尐）度によっ
て保証される」という結果の証明に成功しま
した。２００７年度の研究で扱った方程式は、
その特殊性がかなり強いものでした（雑誌論
文①、学会発表④⑤⑥）が、２００８年度の
研究で、方程式のさらなる一般化に成功して
います（学会発表③）。上記の“或る種の”
と書かれた部分を実際に具体的な形で書き
表すことが可能になったことが、最も重要な

研究成果です。 
 本研究で存在の保証された漸近正則解
（Borel 和）の存在領域としては、原点の近
くに収まる局所的なものを考えています。従
って、今回の研究によって「局所解の存在が
大域的条件によって保証される」という興味
深い事実が得られたことになります。 
 発散解の Borel 総和可能性の問題は、常
微分方程式論においては既に多くの数学者
によって研究がなされており、体系的な理論
がほぼ完成されています。一方、偏微分方程
式論においては、研究者の数が多くないとい
うこともあり、まだそれほど研究は進んでお
りません。今回の研究によって、この分野の
研究の発展にわずかに貢献出来たのではな
いかと考えております。 
 しかしながら、研究開始当初の目標であっ
た「方程式の完全な一般化」は達成されてい
ませんので、課題は残されています。今後は、
（ア）方程式は線型のままで当初の計画通り
一般化を目指す；（イ）方程式の特殊性は維
持したまま非線型化を目指す；の二つの方向
から研究を進めていくことを検討しており
ます。 
 
(2) 一般の１階非線型偏微分方程式におけ
る Maillet の問題の研究（２００９年度及
び２０１０年度に実施）：研究対象となる方
程式は、その線型主要部のなすベクトル場の
ヤコビ行列の固有値の値に応じて、（ⅰ）ど
の固有値も零でない；（ⅱ）固有値が全て零；
（ⅲ）零でない固有値と零固有値が混在す
る；の３タイプに分けることが出来ます。 
 
① ２００９年度は（ⅰ）のタイプの方程式
を扱い、「上記の零でない固有値が“Poincaré 
条件”と“非共鳴条件”を満たし、さらに方
程式の係数の零点の位数が“或る一定の数
値”以上であれば、形式解が一意に存在し、
さらにその形式解は収束する」という結果の
証明に成功しました。上記の“或る一定の数
値”を明確な形で書き表すことが出来たこと
が、最も重要な研究成果です。 
 結果の証明は、「３．研究の方法（２）」で
述べた通り、収束羃級数のなす空間に適切な
ノルムを導入して Banach 空間を構成し、縮
小写像の原理を用いて行いました。その際、
過去の研究で使用してきたノルムが証明に
適さず、新しいノルムを探す必要に迫られま
した。この新しいノルムを見つけられたこと
も、２００９年度の研究成果の重要な部分で
す。 
 本研究で得られた結果は、２０００年に三
宅正武氏と白井朗氏によって優級数法を用
いて証明された結果と論理的に同値であり、
その意味で、彼らの結果の別証明を与えたこ
とにもなります。 



 

 

 本研究の研究成果を「学会発表①②」にお
いて公表致しました。 
 
② ２０１０年度は、当初は（ⅱ）のタイプ
の方程式に対する研究の完結を目指して研
究を進めました。そしてまず形式解の一意存
在について「方程式の係数の零点の位数が
“或る一定の数値”以上であり、かつ“非共
鳴条件”を方程式が満たせば、形式解は一意
に存在する」という結果の証明に成功しまし
た。ここでも①の研究と同様、“或る一定の
数値”を明確な形で書き表すことが出来たこ
とが、最も重要な研究成果です。 
 （ⅱ）のタイプの方程式の場合、一般に上
記の形式解は発散するため、その Gevrey 度
を求めることが漸近展開の研究を進めてい
く上で重要となるのですが、時間の都合上、
その研究は断念しました。しかしながら、形
式解の一意存在条件については、（ⅰ）（ⅱ）
のタイプの方程式に対する研究成果を応用
することにより、当初予定していなかった
（ⅲ）のタイプの方程式に対しても求められ
る見通しが立ちました。そこで、研究計画を
一部変更して（ⅲ）のタイプの方程式を扱い、
「（ⅱ）のタイプの方程式に課した条件に加
え 、 さ らに 上 記の 零で な い固 有 値が
“Poincaré 条件”を満たせば、形式解は一
意に存在する」という結果の証明に成功しま
した。 
 いまだ形式解の Gevrey 度の予想及びそ
の証明という課題が残されており、研究成果
としては不十分ですが、形式解の一意存在条
件を求めるという一つの目標に関しては、全
てのタイプの方程式に対して達成すること
が出来ました。 
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