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研究成果の概要（和文）：本研究では臨界ソボレフ・ハーディ指数をもつ半線型放物型方程式に

見られる無限時間爆発解の漸近挙動のプロファイルを解析した。臨界ソボレフ・ハーディ指数

の特別な場合である臨界ソボレフ指数をもつ場合には、方程式を不変にするスケーリングを行

い正規化することにより、無限時間爆発解は空間全域における非自明定常解を漸近プロファイ

ルとして持つことがわかった。関連する放物型方程式の解析も行なった。 

 
研究成果の概要（英文）：In this study, we are concerned with the profiles of infinite time 

blow-up solutions for semilinear parabolic equations involving critical Sobolev-Hardy 

exponents. For the critical Sobolev case, which is a special case of the critical 

Sobolev-Hardy case, we find that the asymptotic behavior of infinite time blow-up solutions 

are governed by the nontrivial stationary solutions of the equations. We also treat the 

several parabolic equations which are related with Hardy and Sobolev inequalities.  
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１．研究開始当初の背景 

半線型放物型方程式は、多くの社会現象・自
然現象の数理モデルとして典型的に現れる
ため、方程式に内蔵される数理の探求、特に
解の時間発展に伴う漸近挙動の解析は理論
面のみならず応用的側面からも重要である。
特に系の安全な制御の観点からは、「爆発」
などの特異な現象について、その数理的メカ
ニズムを探ることは重要であるが、これまで
の爆発現象の研究は個々の方程式に応じた
解析がなされてきているだけで、数学的概念
の観点からどのように爆発現象が分類され

るのか、またその概念を用いて爆発現象の詳
細がどのように解析されるのかは余りわか
っていなかった。特に、臨界指数をもつ放物
型方程式にしばしば見られる無限時間爆発
解と、典型的に見られる有限時間爆発解の相
違についてはほとんどわかっていなかった。 

 

２．研究の目的 

本研究は爆発現象を「解軌道のコンパクト性
の破れ」の観点から解析し、爆発現象の背後
にどのような数理構造のカテゴリがあるか
を明らかにしようとするものである。具体的
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には、臨界指数を持つ放物型方程式にしばし
ば見られる無限時間爆発解について、コンパ
クト性の破れの観点からその漸近プロファ
イルを明らかにするものである。またこれは
対応する定常問題、すなわち半線型楕円型方
程式の解構造とも密接に関連するため、付随
してこの解析も行なった。 

 

３．研究の方法 

研究の方法、特に研究に対する視点は以下の
二点である。 
(1)必ずしもコンパクトではない軌道をもつ
力学系の理論。方程式には自然なエネルギー
構造が入り、無限時間爆発解はこのエネルギ
ーを有限に保つことがわかるので、無限時間
爆発解はコンパクトでない力学系として捉
えることができる。 
(2)共形不変性をもつ楕円型方程式に付随す
る熱流の構造。方程式自体は自然な共形構造
をもち、付随してコンパクト性の破れが起こ
る。 
本研究は上記(1)(2)の視点を融合し、これま
で個別的なテクニックにより解析されてき
た放物型方程式の爆発解の挙動を扱った。 
 
４．研究成果 
無限時間爆発解はコンパクトでない軌道を
持ち収束先が存在しないため、漸近挙動の解
析といっても通常のテクニックは役に立た
ない。本研究では共形構造に基づくスケーリ
ングとエネルギー構造の不変性、及び放物型
方程式の正則性に関する事項をフルに使用
し、ソボレフ臨界の場合に、球対称かつ正値 
な無限時間爆発解は非自明な全域正値定常
解を漸近プロファイルとしてもつことが示
された。付随する線型放物型方程式の減衰性
質、Keller-Segel モデルにおける非自明な
解の分岐、楕円型方程式の解の多重性、臨界
型関数不等式に対する最大化元の存在につ
いても結果を得ている。 
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