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研究成果の概要（和文）： 

 

津田谷公利氏との共同研究で非局所的な作用をもつ非線形項を含む非線形 Dirac 方程式の初

期値問題の適切性および散乱現象を調査した。初め同方程式を高次元で取り扱い尺度不変の議

論より得られる臨界指数の Sobolev 空間での解決を得た。その後、空間 2 次元で同等の解決を

得た。 

 

また津川光太郎氏、中西賢次氏との共同研究で空間 1 次元 Dirac-Klein-Gordon 方程式初期値

問題の適切性を得た。同方程式においては適切性を与える Sobolev 空間の指数の集合の補集合

では不適切も得ることができこの問題の最終決着を与えた。 

 
 
研究成果の概要（英文）： 

 

With Kimitoshi Tsutaya, we have obtained the time local well posedness for the 

nonlinear Dirac equation with some nonlocal nonlinear terms. Our result was critical in 

the sense of the scaling invariance for Sobolev norms. We first solved the problem in higher 

space dimensions, and later we solved the problem in 2 dimension. 

  
With Kenji Nakanishi and Kotaro Tsugawa, we have obtained the time local and 

global wellposedness for the Dirac-Klein-Gordon equation in 1 space dimension. We 
also have obtained illposedness for the same problem. This means we completely 
solved this problem. 
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１． 研究開始当初の背景 

 

総じて非線形波動方程式と呼ばれる各非
線形微分方程式初期値問題の適切性の問題
は国内外合わせて多くの数学者が取り組む
問題として注目を浴びてきた。 

 

微分方程式の初期値問題の適切性とは 

一、 解の存在 

二、 解の一意性 

三、 解の初期値に対する連続依存性 

の三つの性質のことである。この三つを全て
揃えて初めてその問題が適切と呼ぶことが
できる。またこのうち一つでも成立しない場
合はその問題が不適切と呼ぶ。 

 

微分方程式初期値問題の適切性の問題に
おいてその解を捕まえる Sobolev 空間の指数
を減らす競争がある。より低い指数の
Sobolev 空間に属する関数は滑らかではない
ためその取り扱いが難しく数学的価値が上
がる。または、扱う方程式が量子力学や工学
などにおいて議論されるものなのでその分
野から見ればより広いクラスの関数を取り
扱えることはやはり価値があることである。 

 

問題の適切性を与える Sobolev 空間のより
低い指数を目指す研究は研究者同士の分か
りやすい勝敗の指標になっていることも注
目される理由である。ここでもし問題の適切
性と不適切性で Sobolev 空間の指数を分類す
ることができる、つまりある値より大きいと
きは適切でその値より小さいときは不適切
というように指数の範囲を二分できる、その
ときその問題は完全に決着がついたと言う
ことができる。 

 

数年前は一般論で様々な方程式を議論す
ることができたが、近年では各方程式に合わ
せたそれぞれの対応が求められる。 

 

 

 

２． 研究の目的 

 

非局所的な作用をもつ非線形項を含む非
線形Dirac 方程式の初期値問題を空間次元が
3 以上で取り扱う。この空間次元の制限は証
明に使われるメインの道具であるストリッ
カーツ評価がうまく機能するための技術的
要請である。 

 

非局所的な作用をもつ非線形項を含む非
線形 Dirac 方程式の初期値問題を空間 2 次元
で取り扱う。波動方程式のストリッカーツ評
価が使えないために Klein-Gordon 方程式の

ストリッカーツ評価を応用する。 

 

Dirac-Klein-Gordon 方程式の初期値問題
の適切性を空間 1 次元で取り扱う。同問題は
先行論文も多く競争がある。より低い指数の
Sbolev 空間で得たい。また同時に非適切性に
ついても調査する。 

 

 

 

３．研究の方法 

 
空間高次元非局所的な作用をもつ非線形

項を含む非線形 Dirac 方程式の初期値問題に
おいては線形評価には標準のストリッカー
ツ評価を用いる。非線形評価としてヘルダー
の不等式、ヤングの不等式、そしてハーデ
ィ・リトルウッド・ソボレフの不等式を用い
る。また線形評価と非線形評価の両評価の総
合的取り扱いにも注目する。 
 
空間 2次元非局所的な作用をもつ非線形項

を含む非線形Dirac 方程式の初期値問題にお
いては線形評価には前述の Klein-Gordon 方
程式のストリッカーツ評価を用いる。非線形
評価には同様のヘルダーの不等式、ヤングの
不等式、そしてハーディ・リトルウッド・ソ
ボレフの不等式を用いる。 
 
 空間 1 次元 Dirac-Klein-Gordon 方程式の
初期値問題においては所謂ブルガンの手法
を用いる。取り扱う Sobolev 空間の指数が負
であるために線形評価、非線形評価ともにフ
ーリエ変換を用いた計算が主となる。また先
行論文の議論がうまく働かないところには
新しいアイデアが必要である。方程式の解を
線形の部分とそれ以外に分離してそれぞれ
に別の関数空間を設定する。 

 また同問題においては非適切性も議論す
る。解の分離による線形部分ではない部分は
線形部分より性質の良い空間に属すること
が分かるのでそれら空間同士のバランスの
乱れを利用する。 
 
 
 
４． 研究成果 
 
津田谷公利氏との共同研究で非局所的な

作用をもつ非線形項を含む非線形 Dirac方程
式初期値問題の適切性をまず空間次元が 3以
上で得た。解の空間は尺度不変性で得られる
ベストの指数の Sobolev空間である。この成
果は論文になり専門雑誌ににて公表済みで
ある。 
 



その後同氏と引き続き共同研究を行い空
間 2次元でも非局所的な作用をもつ非線形項
を含む非線形 Dirac方程式初期値問題の適切
性を得ることができた。この成果もすでに論
文として纏めることができ、専門雑誌にて公
表済みである。 

 
 
 
津川光太郎氏、中西賢次氏との共同研究で

Dirac-Klein-Gordon 方程式初期値問題を空
間 1次元において適切性を得た。これは既存
結果を大幅に改良したものである。まず
Dirac 方程式の解の属する空間の Sobolev 指
数がこれまで-1/4 より大きかったのに対し、
我々は-1/2まで下げることができた。これは
前述の線形解の部分とそれ以外の部分で解
を分離し対応する関数空間を別々に設定し
たことが成功の鍵となった。またさらに我々
は全く別のアプローチでも同等の結果を得
ることができた。それは新しい双線形の評価
を作ったことである。これはこれまでのブル
ガンノルムに改良を加えた新しい関数ノル
ムを設定したことによる。そしてこの新しい
双線形評価を用いると空間 1次元で 2次の非
線形項を持つ非線形 Dirac方程式の初期値問
題においてもこれまでの既存の結果を大幅
に改良することができた。 

 
また我々は同方程式の同初期値問題にお

いて不適切の結果も得ることができた。これ
は具体的には Sobolev空間の指数を下げ過ぎ
ると初期値がその空間に属すると仮定して
も時刻が一瞬でも過ぎれば解がその空間に
属さないことを示せることが分かった。この
証明においても解の線形部分とそれ以外の
別々対応の評価の議論が用いられている。 

 
これら適切性と不適切性の結果により同

問題の完全決着を与えることができた。この
成果は論文に纏めることができ既に専門雑
誌において公表済みである。 
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