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研究成果の概要（和文）：申請者等の開発した最適信号近似理論を，非斉次変数係数線型偏微分

方程式の離散的な近似解法に応用し，所与の離散点で所与の非斉次変数係数線型偏微分方程式

と初期条件および境界条件を同時に満たす事が理論的に保証された数値解法を確立した。さら

に，本数値解法の計算が線形連立方程式の求解に帰着する事を理論的に証明して，並列線形演

算ライブラリ ScaLAPACK の利用等により，本数値解法の並列計算プログラムを実現できる事

を明らかにした。 

 
研究成果の概要（英文）：We have developed a numerical solution of inhomogeneous linear partial 
differential equations (PDEs) with variable coefficients based on the optimum interpolation 
approximation theory. It is proved that our numerical solution satisfies the given inhomogeneous linear 
PDE and the given initial/boundary conditions at all the given sample points. Further, we have proved 
that the actual calculation of our numerical solution results in solving systems of linear equations. 
Hence, a parallel computation program of our numerical solution can be implemented using a parallel 
linear algebra library ScaLAPACK. 
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１．研究開始当初の背景 
 各種の物理現象を偏微分方程式によりモ
デル化してシミュレートする技術は，工業製
品の設計や開発において，コストの低減や開
発期間の短縮に貢献する技術として広く用

いられている。この様なシミュレーションを
行う解析領域の形状は，実用上複雑である場
合が通常であり，単純な矩形や円形などでは
ない為，例え線型偏微分方程式でモデル化さ
れる問題であっても，解析的な解を求める事

研究種目：若手研究（B） 

研究期間：２００７～２００９ 

課題番号：１９７６０２６１ 

研究課題名（和文） 最適信号近似理論に基づく変係数線型偏微分方程式の離散近似解の新し 

い数値解法の研究 

研究課題名（英文） Study of numerical solution of linear partial differential equations with variable 

coefficients based on the optimum interpolation approximation theory 

研究代表者 

木田 雄一（KIDA YUICHI） 

奥羽大学・薬学部・講師 

 研究者番号：１０４０５９９６ 

 



は困難である。その為，この様な偏微分方程
式の近似解を求める数値解法の研究が重要
となっている。 

偏微分方程式の数値解法に関する理論的
な研究として，有限差分法と有限要素法が広
く研究されている。有限差分法は，所与の初
期点または境界点を出発点として，隣接する
離散点における所与の偏微分方程式の近似
解を，既に計算した離散点における近似解を
利用して，次々に求めていく手法である。そ
の為，初期点または境界点から離れるに従っ
て，計算誤差が累積する。有限要素法では，
予め選択した形状関数の一次結合として近
似解を定義した上で，所与の偏微分方程式に
近似解を代入して得られる残差に，重み関数
を掛けて解析領域全体に渡って積分した重
み付き残差を，最小化する様な結合係数を求
める事により，近似解を得る。この近似解は
連続関数となるが，各節点において，所与の
偏微分方程式を満たす事は理論的に保証さ
れない。 

その為，複雑な領域の解析に適用できると
共に，より高精度の近似解が得られる数値解
法の確立が必要とされる。 
 

２．研究の目的 
 本研究の目的は，申請者等の開発した「フ
ィルタバンクを用いる最適信号近似理論」を，
特殊なフィルタバンクと偏微分方程式との
類似性に基づいて，非斉次変数係数線型偏微
分方程式の数値解法に応用して，所与の離散
点で所与の非斉次変数係数線型偏微分方程
式と初期条件および境界条件を同時に満た
す事が理論的に保証される新しい数値解法
を確立すると共に，本数値解法を並列計算機
上で実行する並列計算プログラムの実現法
を明らかにする事である。 
 

３．研究の方法 
(1) 本数値解法の基礎理論として，解析フィ
ルタの概念をヒルベルト空間における演算
子にまで拡張した多次元フィルタバンクを
用いる最適信号近似理論を構築する。 
 
(2) 特殊なフィルタバンクと偏微分方程式
との類似性に基づいて，本最適信号近似理論
を非斉次変数係数線型偏微分方程式の数値
解法に応用し，所与の離散点で所与の非斉次
変数係数線型偏微分方程式と初期条件およ
び境界条件を同時に満たす事が理論的に保
証される新しい数値解法を確立する。 
 
(3) 本数値解法を並列計算機上で実行する
並列計算プログラムの実現方法を明らかに
する。 
 
(4) より多くの種類の問題に対する数値解

法の構築に貢献する事を目指して，異なる種
類の信号を対象とする，もしくは，異なる種
類のフィルタバンクを用いる最適信号近似
理論を構築する。 
 
４．研究成果 
 本研究では，所与の非斉次変数係数線型偏
微分方程式の未知関数に関係する項は全て
左辺にあり，既知関数である非斉次項と初期
値および境界値は右辺にあるとする。 
 
(1) 並列接続された下記の 2 種類のパス群
GP と

CP から成る多次元フィルタバンクを
用いる最適信号近似理論を構築した。 

第 1 のパス群
GP は，所与の非斉次変数係

数線型偏微分方程式の未知関数の変数領域
を離散化した標本点

G

mx に 1:1 に対応する複
数個の並列接続されたパス

G

mP から成る。各
パス

G

mP は，対応する標本点
G

mx における所与
の非斉次変数係数線型偏微分方程式の偏微
分作用素をラプラス変換した様な周波数特
性をもつ時不変の解析フィルタ

G

mH ，対応す
る標本点

G

mx においてのみ解析フィルタ
G

mH
の出力の標本値を取得するサンプラ，および，
取得された標本値に比例した大きさのイン
パルス応答を出力する合成フィルタ

G

mΨ から
成る。 

第 2 のパス群
CP は，所与の初期条件およ

び境界条件を定義している方程式の未知関
数の変数領域を離散化した標本点

C

mx に 1:1
に対応する複数個の並列接続されたパス

C

mP
から成る。各パス

C

mP は，対応する標本点
C

mx

における所与の初期条件および境界条件の
偏微分作用素をラプラス変換した様な周波
数特性をもつ時不変の解析フィルタ

C

mH ，対
応する標本点

C

mx においてのみ解析フィルタ
C

mH の出力の標本値を取得するサンプラ，お
よび，取得された標本値に比例した大きさの
インパルス応答を出力する合成フィルタ

C

mΨ
から成る。 

並列接続された上記の 2 種類のパス群
GP

と
CP の全パスの出力を足し合せた信号を，

本多次元フィルタバンクの出力信号 gとする。
一方，入力信号 fは，重み関数 Wで重み付け
られたエネルギーが規定値以下となる周波
数特性をもつ信号の集合Ξに属すると仮定す
る。さらに，入力信号 fと出力信号 gの差を，
近似誤差 eと定義する。 

解析フィルタ
G

mH と
C

mH の周波数特性が
既定された本多次元フィルタバンクにおい
て，信号集合Ξに含まれる全ての入力信号 f

に対応する近似誤差 eを調べて得られる各点
ごとの近似誤差 eの絶対値の上限値を，変数
領域上の全ての点に渡って連ねた関数を
Emaxとする。合成フィルタ

G

mΨ と
C

mΨ は，変
数領域上の全ての点において Emax を最小化
する様に設計する。 



この様に合成フィルタ
G

mΨ と
C

mΨ を設計す
ると，信号集合Ξに含まれる全ての入力信号 f

について，その入力信号 f に対応する出力信
号 gを本多次元フィルタバンクに再度入力し
て各パスの解析フィルタを通過させた後に
サンプラで取得される出力信号 gの標本値は，
入力信号 f の標本値と，全ての標本点におい
て完全に一致するという選点直交性と呼ぶ
性質が成立する事を理論的に証明した。 

さらに，この様に設計した本多次元フィル
タバンクは，近似誤差 eに対して定義される
評価尺度に関して，信号集合Ξに含まれる全
ての信号に渡って入力信号 f を変化させて得
られる上限を，任意の評価尺度において一斉
に最小化する事を理論的に証明して，多次元
フィルタバンクを用いる最適信号近似理論
を構築した。 
 

(2) この最適信号近似理論を応用して，非斉
次変数係数線型偏微分方程式の新しい数値
解法を確立した。 

まず，所与の非斉次変数係数線型偏微分方
程式の未知の厳密解が，入力信号 f として本
多次元フィルタバンクに入力されたと仮定
する。このとき，パス群

GP では，未知の厳
密解である入力信号 f が，所与の非斉次変数
係数線型偏微分方程式の偏微分作用素に対
応する解析フィルタ

G

mH を通過する事によ
り，所与の非斉次変数係数線型偏微分方程式
の左辺に対応する出力が得られる。この出力
は，非斉次変数係数線型偏微分方程式の定義
により，既知関数である右辺の非斉次項と等
しい。従って，この出力を所与の標本点

G

mx で
取得した入力信号 f の標本値は，未知の厳密
解を含む方程式の離散値であるが，同じ標本
点

G

mx における右辺の非斉次項の値と等しく
なるため，既知の値となる。 

同様に，パス群
CP では，未知の厳密解で

ある入力信号 f が，所与の初期条件および境
界条件の偏微分作用素に対応する解析フィ
ルタ

C

mH を通過する事により，所与の初期条
件および境界条件を定義している方程式の
左辺に対応する出力が得られる。この出力は，
初期条件および境界条件の定義により，既知
関数である右辺の初期値および境界値と等
しい。従って，この出力を所与の標本点

C

mx で
取得した入力信号 f の標本値は，未知の厳密
解を含む方程式の離散値であるが，同じ標本
点

C

mx における右辺の初期値および境界値と
等しくなるため，既知の値となる。 

従って，全ての標本値は既知であり，全て
の合成フィルタは最適信号近似理論の構築
で述べた方法により設計できるので，全ての
標本値について，各々の標本値とそれが取得
されたパスの合成フィルタのインパルス応
答との積を計算し，それら全てを足し合わせ
る事によって，未知の厳密解である入力信号

fの近似としての出力信号 gが得られる。 
この出力信号 gの標本値は，最適信号近似

理論における選点直交性により，対応する入
力信号 f の標本値と全ての標本点において厳
密に一致する。従って，解析フィルタ

G

mH を
通過する事により出力信号 gに所与の非斉次
変数係数線型偏微分方程式の偏微分作用素
が適用された関数の各標本点

G

mx における値
は，所与の非斉次変数係数線型偏微分方程式
の右辺の同じ標本点

G

mx における値と厳密に
一致する。さらに，解析フィルタ

C

mH を通過
する事により出力信号 gに所与の初期条件お
よび境界条件の偏微分作用素が適用された
関数の各標本値

C

mx における値は，所与の初
期条件および境界条件の右辺の同じ標本点
C

mx における値と厳密に一致する。 
従って，出力信号 gは，所与の全ての標本

点において，所与の非斉次変数係数線型偏微
分方程式と，所与の初期条件および境界条件
の両方を厳密に満たす事が理論的に保証さ
れた，未知の厳密解の近似解となる事を示し
て，非斉次変数係数線型偏微分方程式の新し
い数値解法を確立した。 

さらに，この出力信号 gは，最適信号近似
理論の構築で述べた様に，未知の厳密解であ
る入力信号 f との間の近似誤差 e に対して定
義され得る任意の評価尺度の上限を，一斉に
最小化する事が理論的に証明されるので，所
与の標本点以外の点においても，未知の厳密
解の良好な近似になる事を明らかにした。 
 また，最適信号近似理論および本数値解法
は，多次元フィルタバンクの解析フィルタに
遅延要素が含まれている場合でも完全に成
立するので，遅延微分方程式に対する数値解
法としても利用できる点は重要である。 
 
(3) 本数値解法における計算は，信号集合Ξ

に含まれる全ての入力信号 f に対応する近似
誤差 eを調べて得られる各点ごとの近似誤差
e の絶対値の上限値を連ねた関数 Emax を，
変数領域上の全ての点において最小化する
様に，多次元フィルタバンクの合成フィルタ

G

mΨ と
C

mΨ を設計する計算が大部分を占める。 
この設計の計算は，合成フィルタのインパ

ルス応答を未知変数，信号集合を規定する重
み関数 W と解析フィルタ

G

mH と
C

mH に関す
る無限積分の値を結合係数とする連立方程
式の求解に帰結する事を理論的に示した。 

さらに，解析フィルタ
G

mH と
C

mH の周波数
特性が，所与の偏微分作用素の各標本点にお
ける離散値のラプラス変換に等しく，重み関
数が，パラメータを与えて柔軟に周波数特性
を変更可能なある関数と等しい場合に，上記
の無限積分の値を解析的に導出する計算式
を発見した。 

加えて，この計算式により導出された無限
積分の値が定数になる事に基づいて，上記の



連立方程式の全ての結合係数が定数になる
事，即ち，線型連立方程式になる事を示して，
並列線形演算ライブラリ ScaLAPACK の利
用等により，本数値解法の並列計算プログラ
ムを実現できる事を明らかにした。 
 

(4) より多くの種類の問題に対する数値解法
の構築に貢献する事を目指して，以下に列挙
する様に，異なる種類の最適信号近似理論を
構築した。 
① 連立非斉次変数係数線型偏微分方程式の
数値解法への応用が期待できる基礎理論と
して，ベクトル信号を対象としたフィルタバ
ンクを用いる最適信号理論を構築した。ここ
に，ベクトル信号とは，周波数ベクトルの各
要素を周波数特性とみなしてフーリエ逆変
換する事で得られる複数の信号の和として
定義される信号を指す。 
② 確立微分方程式の数値解法への応用が期
待できる基礎理論として，確率的な係数をも
つ直交関数展開で表現される信号に関して
係数の高次相関が制約された信号の集合を
定義し，この信号集合に含まれる信号を対象
としたフィルタバンクを用いる最適信号近
似理論を構築した。 
③ 非線形問題への応用を見込んだ基礎理論
として，解析フィルタの周波数特性が微小な
非線型特性をもつフィルタバンクを用いる
最適信号近似理論を構築した。 
④ 薬物投与計画シミュレーションへの最適
信号近似理論の応用を考察した。 
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