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研究成果の概要： 
 
 
ワイル群の，良い幾何学的な背景を持つような新しい実現を構成した。これは高次元の有理代

数多様体に擬正則写像として作用し，また可積分系において重要なタウ函数は高さ関数の類似

として幾何的に定まる。ルート系がアフィン型の場合には，付随する力学系は既知の高階 q-
パンルヴェ方程式を全て含むような一般的な枠組みを提供し，今後の研究に広い応用を持つも

のと期待される。また UC階層と呼ばれる無限次元可積分系とモノドロミー保存変形(パンルヴ
ェ方程式・ガルニエ系)との関係を，波動関数の満たす線形問題を経由することで，明らかにし
た。 
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１．研究開始当初の背景 
 
古典的なパンルヴェ微分方程式の起源は，20
世紀初頭の P. パンルヴェ等による，動く特

異点は高々極に限る，即ちパンルヴェ性を持
つような２階代数的常微分方程式の分類と
いう解析学的な問題に遡る。そこには微分方
程式を使って新しい特殊関数，特に楕円関数
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などの一般化を指向する時代背景があった。
のちに，R. フックスや L. シュレジンガー等
による線形常微分方程式のモノドロミー保
存変形との関係や，最近ではソリトン系等の
無限次元可積分系の簡約との対応など，解析
学のみならず，表現論やモジュライ理論とパ
ンルヴェ方程式の繋がりも次第に明らかに
なってきている。 
 
実際，研究代表者が数年前に発表した UC 階
層も，元々は全てのパンルヴェ微分方程式を
KP 階層のような１成分のソリトン理論の枠
組みで捉えることを一つの動機として，構成
された無限次元可積分系であった。加えて，
UC 階層が普遍指標(シューア関数のヤング図
形の二つ組に付随する拡張)の特徴づける可
積分系であることから，パンルヴェ方程式と
一般線形群の表現論，あるいは対称多項式の
理論，との関係に新しい視座が与えられた。 
 
一方で，有理曲面あるいは有理代数多様体の
上に作用するクレモナ変換群(双有理変換
群)が q-差分類似などの離散版をも含んだパ
ンルヴェ型方程式の時間発展の幾何学的な
起源であることが分かっている。この立場か
ら見ると，パンルヴェ型方程式の解に普遍指
標が現れることは非常に不思議な現象と考
えられる。この現象に対する純粋に幾何学的
な理解が期待される。 
 
 
 
２．研究の目的 
 
パンルヴェ方程式(あるいはモノドロミー保
存変形方程式)，及び，その背景にある無限次
元可積分系を対象に，それらとヤング図形の
組み合わせ論や表現論などとの関係につい
ての基礎的な理論を構築する。 
 
特に上記で述べたパンルヴェ型方程式と普
遍指標との関係について，幾何学的な理解を
得る事は，可積分系や特殊関数論，組み合わ
せ論や表現論を結びつける良い幾何学的理
論への一つの道標を与えるものと期待され
る。 
 
 
 
３．研究の方法 
 
研究の進行には主なものとして，有理代数多
様体の代数幾何学，無限次元リー環の表現論，
離散力学系理論の手法を用いる。 
 
 
 

４．研究成果 
 
(1) UC階層とは普遍指標をタウ函数として許
すような無限次元可積分系であり，KP 階層の
自然な拡張を与えている。当該研究期間にお
いて，懸案であった UC 階層に付随する線形
補助問題(ラックス形式)の構成法を与えた。
具体的な要点は，線形問題の従属変数である
所謂，波動関数の選び方，及び，UC 階層から
閉じた関数方程式を得る仕組みを確立した
ということにある。後者については，複素積
分論の基本的な結果を用いるが，このような
議論は従来の可積分系分野に見られないも
のであり，初等的ではあるが興味深い。 
 
 
 
(2)さらに，UC 階層の線形補助問題が得られ
た一つの恩恵として，UC 階層とモノドロミー
保存変形の関係がより明確なものとなった。
特に，パンルヴェ第６方程式やガルニエ系を
含んだシュレジンガー系の中のクラスにつ
いて，それらが UC 階層の相似簡約に由来す
るものであることを示した。例えば，パンル
ヴェ第６方程式の線形補助問題のうち最も
標準的な，２階・確定特異点が４点であるも
のは UC 階層に自然に由来していることが分
かる。当該，UC 階層とモノドロミー保存変形
についての関係については，継続的に考察す
るべきものであり，今後のパンルヴェ方程式
研究にとっても重要な課題と思われる。 
 
 
 
(3) パンルヴェ方程式の一つの起源にある
種の曲面上のアフィンワイル群の双有理表
現がある。 
以前に，研究代表者は，曲面とは限らない，
高次元のある有理代数多様体に擬正則写像
として作用するワイル群の双有理表現を構
成した。この設定では，対応するルート系は
曲面の場合と比べて，より一般なものを扱え
る上，特に対称なアフィン型の場合をすべて
網羅していることが大きな特色である。 
ルート系がアフィン型の場合，離散可積分系
として興味ある対象である高階 q-パンルヴ
ェ方程式が導かれるが，当該研究期間におい
て，その力学系の次数増大度が高々２次であ
ることを証明した。考えている有理代数多様
体の(コ)ホモロジー群へのワイル群の作用
を交差理論を用いて計算することが証明の
主な部分である。また q-差分ではなく加法
的な離散パンルヴェ方程式に関連して，T 字
型のディンキン図形を持つワイル群の双有
理作用と(その高さに対応する)タウ関数を
構成した． 
 



 

 

 
 
(4)フィボナッチ数列の満たす４項間漸化式
を２次元離散力学系(これをフィボナッチ力
学系と呼ぶ)とみなして考察した。フィボナ
ッチ力学系の相空間を射影平面の無限回ブ
ロー・アップとして構成し，交点理論に基づ
いて，そのホモロジー群への線形作用を求め
た。一つの応用として，力学系の次数増大度
からふたたびフィボナッチ数列が現れる現
象を証明した。これはフィボナッチ数の新し
い定義を与えていると解釈することもでき
る。 
 
 
 
(5)一般解が知られている関数で解かれるに
も関わらずカオス的な振る舞いを示す力学
系，所謂，可解カオス力学系についての研究
を行った。具体的には楕円曲線，またはある
有理楕円曲面(ヘッセ・ペンシル)，上の N倍
角写像に由来するようなそれぞれ１次元，２
次元の力学系を考察した。特に，この力学系
が超離散類似を許す事，トロピカル幾何学的
な記述を持つ事等を示した。一つの帰結とし
て，テント写像と呼ばれる基本的なカオス力
学系に対して，あるトロピカル楕円曲線の
(ヤコビ多様体上での)倍角写像としての 
幾何的描像を与えた。 
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