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研究成果の概要（和文）：スピン系などの量子多体問題に対して，テンソルネットワークによる新しい表現を見
出し，それに基づいて，新しい数値手法を開発した．これを応用して，いくつかの代表的な問題の物性解明を行
った．たとえば，トポロジカル量子状態研究において標準的である２次元キタエフモデルに対して我々が発見し
たテンソルネットワーク表現は，２次元古典統計力学で代表的であるループガスモデルと数学的に等価であるこ
とが分かった．さらにこれを応用した新しい計算手法を用いてキタエフモデルから派生した問題についても相図
を求めた．とくに，α-RuCl3などの化合物に対応したモデルにおいて，カイラススピン液体など多くの量子相を
発見した．

研究成果の概要（英文）：Based on a new representation by tensor networks, we have developed new 
numerical methods for quantum many-body problems such as spin systems. For example, the tensor 
network representation we discovered for the two-dimensional Kitaev model, which is standard in 
topological quantum state studies, turned out mathematically equivalent to the loop gas model, one 
of the standard classical models in statistical mechanics. This representation can be used in 
developing numerical methods, which was applied to obtain phase diagrams for problems derived from 
the Kitaev model. In particular, we have discovered many quantum phases in models corresponding to 
compounds such as alpha-RuCl3.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 統計力学　計算物理学　量子スピン系　テンソルネットワーク
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研究成果の学術的意義や社会的意義
スピン系は，その単純さにも関わらず，臨界現象やトポロジカル量子相など，多くの多体物理現象を示すため，
現象の本質を理解する上で重要である．このため，スピン系の特徴を調べるための多くの数値計算手法がこれま
でに考案されてきたが，扱える系の大きさや精度の点で不満足な点が多かった．これを克服するために本研究課
題において我々はテンソルネットワーク表現に基づく量子統計力学研究のための新しい数値計算手法を開発し，
いくつかの典型的な問題にたいして適用して成果を挙げた．とくに，テンソルネットワーク法の一般の情報処理
への展開についても新しい展望が開けたことは社会的な展開にもつながる成果である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 古典・量子多体問題の研究においてフラストレーションや粒子の統計性に起因する「負符号問
題」の存在が大規模な計算を阻んできていた．これは，計算の対象となる有限系のサイズの関数
として指数関数的に計算量が爆発する問題であり，厳密対角化法も同様の計算量の指数関数爆
発があるという意味では問題点を共有している．逆に，この問題の解決は物性物理学における一
般のフェルミオン問題やトポロジカル量子相の解明，素粒子物理学における QCD 相図の完成な
ど，多くの大問題の解決につながるものと期待され，長年多くの研究がなされてきていたが，一
般的な処方箋は得られていなかった．これに対して，TN 表現に基づく古典統計力学モデルの解
法や，量子多体問題の基底状態計算法は，指数関数的な計算量爆発を持っておらず，実際にも多
くの事例で，従来法に比べて高い精度の計算を実現することに成功しているところから，注目を
集めつつあった．量子系に限ると，一般的な量子状態を多項式時間内に計算する手法が存在しな
いことはファインマンによって指摘されているが，それにもかかわらず，TN 法が成功している
理由は，通常我々の関心の対象となる系が，実は一般的な量子状態でなく，有限次元で定義され
比較的弱いエンタングルメントしか持たないこと，すなわち，いわゆるエンタングルメントの
「面積則 」を満たしていることにある．この事情は量子系のエンタングルメントエントロピー
を相互情報量に置き換えると古典系の計算でも同様であった． 
 
２．研究の目的 
 テンソルネットワーク（以下 TN と略記）の考え方が計算物理，数理物理，情報処理，機械学
習など様々な分野で注目されてきており，それぞれの分野において，新しい種々の計算手法が提
案されている．本研究課題は，TN を利用して，多次元データからその特徴を効率的に抽出する
ことのできる表現とその計算手法の確立を目指したものであり，とくに TN 表現の新しい最適化
手法の開発とその物性理論への応用を目的としている．実際，TN 表現に基づく多くの手法にお
いて，表現の最適化問題が本質的な困難として存在することが明瞭に意識されるようになって
きている．本研究では，TN による効率的な多次元データ表現とその実用的な計算手法の確立を
出発点とし，それを利用した数値繰り込み群や量子多体系計算手法の本質的な改良や，より一般
的な多次元データから特徴量を抽出するための計算アルゴリズムを提案した．さらに，得られた
新しい手法を応用して，キタエフモデルから派生した量子多体問題やカゴメ格子反強磁性体な
ど，基礎的でありながら基本的物性に関してさまざまな議論のあるモデルや，結晶場異方性が本
質的な役割を持った磁性体など従来の計算手法では大規模計算が不可能であった物理系の物性
を明らかにすることを目的とした． 
 物理学においては，従来法で計算不可能であった量子多体系の高精度計算に成功している TN 
法だが，応用数学においても，画像情報などの多次元データからの特徴抽出などに関して TN 表
現の有用性を示す研究事例も増えている．これらは，多様な分野において計算科学的手法が進展
してきた結果，特徴抽出あるいは情報圧縮が共通のキーワードとして浮かびあがってきたこと
に対応している．これらの研究事例はおおよそ，多次元データからその特徴をより効率的に抽出
することのできるコンパクトな表現は何か，という問いに対する解答を目指したものといえる．
本研究課題は，TN 表現に重点を置いて，この問いに答えることを目指すものである． 
 
３．研究の方法 
 TN を応用した計算手法の改良が進む一方で，TN 表現に基づく多くの手法で共通に存在する
表現の最適化問題が本質的な困難としてより明瞭に認識されるようになってきている．ごく最
近，申請者のグループはそのような困難の典型例として「エンタングルメントループ」に起因し
た局所安定状態があることを指摘し，同時にその解決のためのアイデアを公表した．本研究では，
TN による効率的な多次元データ表現とその実用的な計算手法の確立を出発点とし，それを利用
した数値繰り込み群や量子多体系計算手法の本質的な改良を行った．さらに，得られた新しい手
法を応用して，キタエフモデルやカゴメ格子反強磁性体など，基礎的でありながら基本的物性に
関してさまざまな議論のあるモデルや，結晶場異方性が本質的な役割を持った磁性体など，従来
の計算手法では大規模計算が不可能であった物理系の物性を明らかにした．具体的には，以下の
ようなサブテーマを追求することを通じて上記の目的を達成することとした． 
 （Ａ）最適リング表現の効率的計算手法の確立 
 （Ｂ）リング表現を応用した繰り込み群法の開発とその応用 
 （Ｃ）新しい繰り込み群法を応用した３次元系の固定点代数とテンソル構造の関係の解明 
 （Ｄ）リング表現を応用した画像情報の特徴抽出法の提案 
 （Ｅ）キタエフモデルとその関連モデル（「低ランク」量子液体状態） 
 （Ｆ）カゴメ格子の物理（磁化曲線，フェルミオン系） 
 （Ｇ）強い結晶場のある磁性体． 
 
４．研究成果 
（１）主な成果の概要 



 高階の情報量の大きいテンソルを多数の３階テンソルからなる環状ネットワークによって高
効率に表現するためのアルゴリズムを提案した．ベンチマーク計算の結果、臨界現象に対する有
効性が立証された．[01] 
 境界をもった統計力学系に対する TN 表現実空間繰り込み群の手法を開発した．これによって
表面臨界現象の研究が可能となる．２次元古典スピン系に適用した結果，イジング，３重臨界イ
ジング、３状態ポッツモデルなどの表面臨界現象に一致する境界共形スペクトルを得ることに
成功した．[02] 
 TN 表現を動的臨界現象において標準的である１＋１次元向き付きパーコレーション問題に応
用した．我々は、従来法では計算が困難であるレニーエントロピーを計算し，その緩和が転移点
において普遍的な性質を持つことを明らかにした．[03] 
 TN 表現に基づく変分法によって，キタエフモデルの研究を行った．我々は簡単な TN 表現を持
つ量子状態で、キタエフスピン液体状態と多くの共通点を持つものを発見した．２つの量子状態
は互いに断熱的に変形可能である．我々の発見した量子状態は古典ループガスモデルと等価な
数学的構造を持っており，変分法の出発点としても有用であることが示された．[04] 
 キタエフモデルと同様の物性を示すことが期待されている，α-RuCl3 などの物質に磁場をか
けたときに生じる量子液体相の研究を行った．我々の計算は、ジグザグ磁気秩序相と磁場による
完全分極相との間にスピン液体相が出現することを示唆するものである．[05] 
 スピン１のキタエフスピン液体に対してテンソルネットワーク法による変分計算を行い、こ
れまでスピン液体状態の存在が示唆されながらその性質が未解明だった量子相について、トポ
ロジカルエンタングルメントエントロピーを計算することによって、この相が、Z2 ゲージ構造
と可換な準粒子励起を持つトポロジカルスピン液体であることを見出した。[06] 
 スピン１のハイゼンベルク鎖に対して、変分パラメータが少ないにも関わらず、非常に精度の
高い基底状態エネルギーが得られる変分波動関数をテンソルネットワークの一種である MPS 状
態を利用して構成した。[07] 
 キタエフスピン液体が実現する可能性のある現実の物質として、α-RuCl3 が提案されている
が、この物質の量子スピンモデル系に対して、磁場中の相図をテンソルネットワーク法によって
調べた。この結果、先行研究ですでに示唆されていたカイラルスピン液体を含む多数の相が見い
だされた。カイラススピン液体相については、先行研究よりも狭い領域でしか実現していないこ
とも分かった。[08] 
 HOTRG 法はテンソルネットワーク表現に基づく実空間繰り込み法として標準的に利用される
方法だが、その精度を上げるには途中で用いられる射影演算子の最適化において大局的な環境
の影響を取り入れることが重要である。しかし、計算コストが重いことが問題であった。我々は、
角転送行列の方法を応用することによって、この計算コストを大幅に削減することに成功した。
[09] 
 １次元はしご型量子スピン系（JQ モデル）において、テンソルネットワーク法に基づいて、
脱閉じ込め転移の研究を行った。４つの相が一点で交わる相図が得られた。[10]（７）カゴメ反
強磁性体であるカドミウムカペラサイトに対して熱的量子ホール効果の計算を行った。[11] 
 テンソルネットワーク（TN）によるモデルの表現は実空間繰り込み群の手続きを行う上でも有
用であることは，High-order tensor renormalization group (HOTRG) 法の成功などによって
広く知られているが，最終的に臨界指数などの普遍パラメータを求めるには，スケール普遍テン
ソルをテンソル繰り込み群の方法で求めてそこから転送行列を作った後，２次元共形場理論（CFT）
との比較から導かれる転送行列固有値とスケーリング次元の関係を用いて評価を行ってきた．
この従来法は３次元以上への拡張が知られておらず，３次元以上の系で普遍パラメータを求め
るには種々の相関関数や応答関数を具体的に計算して有限サイズスケーリングを適用するなど，
スケール普遍テンソルを求めることのできる TN の利点が生かされて来なかった．我々はスケー
ル普遍テンソルから，繰り込み群の操作そのものを表現する超演算子を構成し，その固有値から
スケーリング次元を求める方法を考案した．この方法は CFT の知見には依存していないため，原
理的には３次元以上にも適用可能である．２次元イジングモデルに対するベンチマークの結果，
我々の方法で精度良くスケーリング次元を求めることができることがわかり，３次元 CFT 研究
への足がかりを与える方法が得られた．[12] 
 これまで TN 法は量子系計算において基底状態計算に利用されてきたが，励起状態計算のため
の手法は知られていなかった．我々はテンソルネットワーク法に基づいて，マグノンやスピノン
などの素励起のスペクトルを計算する手法を提案した．[13] 
 はしご状の格子で定義された４体相互作用のある S=1/2 XXZ モデルについて，variational 
uniform matrix product state (VUMPS) の方法などを応用して，その相図を明らかにした．こ
のモデルは脱閉じ込め転移を示すことで知られる２次元 JQ モデルの１次元版とみなすことが
できる．特に，我々はこのはしごモデルが磁気秩序状態から VBS 状態への連続転移を示すこと
を見出した．また，相図全体は，磁気秩序相，ハルデーン相，VBS 相などを含む８つの異なる相
からなることを明らかにした．[14] 
 
（２）研究成果の国内外における位置づけとインパクト 



 [01] のテンソル型データのテンソルリングによる分解は，本研究の内容が物理学にとどまら
ず，広く情報科学的なインパクトも持ちうるものであることを示しており，また国内外において
も類似の研究はなく高いオリジナリティを持つものである． 
 [08] では，キタエフスピン液体を実現しうる物質として大きな関心が持たれている系に対し
ても，低いボンド次元のテンソルネットワーク表現が有用であることを示し，同時にスピン液体
状態を含む相図を確立したものとして大きなインパクトを持っている． 
 [09] では，従来は数値計算で直接的に立証されたことのなかったポッツモデルの非常に弱い
１次相転移を世界で始めて直接計算によって，その１次転移性を立証しており，統計力学的観点
から大きなインパクトを持っている． 
 [12] は，テンソルネットワーク表現による実空間くりこみ群の計算から有限サイズスケーリ
ングを経ること無しに，かつ２次元で利用したような共形場理論に頼ることもなく，直接スケー
リング次元の情報を得る方法を確立したが，これは３次元以上の高次元の系に対する実空間く
りこみ群の手続きを完成させる上で必須の要素であり，これを発展させて３次元臨界現象に対
して，その代数的構造を明らかにする一歩となるものである． 
 
（３）今後の展望 
 今回の研究課題においては，当初計画していた３次元臨界現象の十分な解明までは至らなか
ったが，そのための重要なステップを完成することができた．今後の研究によって，これを完成
することで計算統計力学を更に発展させたい． 
 テンソルネットワークの非一様系に対する応用は，さまざまな試みがなされているものの，ま
だ十分に成功した例はない．今後の研究によって，テンソルネットワークの構造を動的に最適化
することによって，スピングラスなどの未解決の難問が解決される可能性があると考えている． 
 テンソルネットワークの一般の情報処理については，今回の研究課題においても一定の成果
を上げることができたが，まだ実際のデータ処理における成功事例の創出にまでは至っていな
い．今後の研究を通じて，標準的ベンチマークデータ処理問題に対する性能の高い方法を開発し，
実データの処理にまでつなげてゆきたい． 
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