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研究成果の概要（和文）：本研究はGKZ超幾何函数と呼ばれる特殊函数の積分表示の理論を研究して、大域解析
を進展させることを目標とする。また、GKZ超幾何函数の諸分野への応用を模索する。
本研究によって，GKZ超幾何函数の，二次扇による解析接続公式が確立された．また，積分表示のもつ不変量
（（コ）ホモロジー交叉数）の組み合わせ的公式が得られた．さらに，場の量子論におけるFeynman積分への応
用研究も進展した．

研究成果の概要（英文）：In this project, we study integral representations of the so-called GKZ 
hypergeometric functions. The goal is to understand its global analysis. Moreover, we also seek 
applications of GKZ systems to sciences.
As a result, we described a formula of analytic continuation in terms of the secondary fan. We also 
clarified the combinatorial nature of an invariant that integral representations have ((co)homology 
intersection number). Moreover, we have developed applications for Feynman integrals in quantum 
field theory.

研究分野： 代数解析，特殊函数

キーワード： GKZ超幾何系　交叉理論　twisted cohomology　接続問題　Feynman積分

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
函数の性質を理解するうえで，その函数の満たす線形偏微分方程式系を理解することは重要である．しかし，勝
手なホロノミー系を考えては具体的な解析は不可能である．GKZ超幾何系は，線形偏微分方程式系の中で大域的
な解析が可能と期待される有力なクラスであるとともに，一般論では捨象されている組み合わせ的構造をもつ魅
力的な対象である．本研究により，GKZ系の解析接続，積分表示に関する一般論が進展した．また，これらの成
果は場の量子論の研究者からも興味を持たれ，共同研究へと繋がった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



１．研究開始当初の背景
超幾何函数は微分方程式論、ユニタリ表現論、固有値問題、保形函数など、広範な数学

に現れる重要な対象である．超幾何函数の体系的研究にはいくつかのアプローチがある
が，筆者はGelfand,Kapranov,Zelevinskyらによって始められたGKZ系の観点から研究
を行っている．GKZ系はホロノミーと呼ばれるD加群のクラスをなしているばかりでな
く，toric ideal の組み合わせ論，環論とも深い関係にある（[18]）．また，GKZ系は古典
的な超幾何微分方程式系の多くを例として含んでいる．GKZ系の解を，GKZ超幾何函数
と呼称する．GKZ系の代数的研究が進展する中（Survey論文 [17]を参照），GKZ超幾何
函数の解析的研究（接続問題，モノドロミー，漸近解析）は古典的な超幾何函数に比べ未
開拓のまま残されていた．

２．研究の目的
申請段階に置いて，筆者はGKZ超幾何函数の，積分表示と級数表示の関係を記述して

いた（[7, 8, 9]）．本研究の目的は，上記結果を基礎として，主に積分表示の観点から，GKZ
超幾何函数の解析的研究を深化させることであった．

３．研究の方法
GKZ超幾何函数の積分表示は自然に twisted (co)homologyとして定式化される．ここ

で，twisted (co)homologyとは，階数１の局所系係数の (co)homology群である．twisted
(co)homology は超幾何函数の研究に幾何学的視点をもたらす．例えば，twisted (co)ho-
mologyの交叉形式は，超幾何函数の積構造（二次関係式）を記述している（[4]）．本研究
では積分表示と twisted (co)homologyを軸に，超幾何函数の接続問題，モノドロミー，漸
近解析などを進展させることを目指した．

４．研究成果
本研究課題において得られた代表的成果を述べる．

1. 解析接続の公式：二次扇と呼ばれる扇の定義する toric多様体によって，自然にGKZ
超幾何函数の接続問題が定式化される．すなわち，接続問題とは，ある torus固定点
の近傍で定義されたGKZ超幾何函数を，1次元の torus orbitに沿って解析接続す
ることである．実際に [1]では，GKZ系の特殊なクラスに於いて接続問題が解かれ
ていた．本研究では，[1]における接続問題を一般化し，任意の確定特異点型GKZ
系の接続問題を解くことに成功した．この成果は [12]として出版されている．

2. twisted (co)homologyの交叉理論：twisted (co)homologyの交叉理論は，[4]によっ
てGKZ系の部分的なクラスに対して創始された．本研究ではこれらの研究をGKZ
系に一般化した．GKZ系に対する twisted homologyの交叉理論は [9]でその基礎
が与えられ，[5]によって一般の確定特異点型GKZ系に対する公式が確立された．
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[10]は解説論文である．他方，twisted cohomologyの交叉理論については，その計
算 algorithmが [13]によって定式化され，計算代数言語の risa/asirにパッケージ
mt_gkz.rrとして実装された（[14]）．また，配置空間M0,n上の homology交叉理論
について，associahedronと tree diagramと呼ばれる組み合わせ論的対象による記
述が得られた（[11]）．この論文は物理学者の Sebastian Mizeraによる公式（[16]）の
数学的証明を与えている．

3. Beukers-Verschoorによる符号数の公式：Frits Beukersとその学生であった Carlos
Verschoorは，既約確定特異点型GKZ系に対し，そのmonodromy不変Hermite形式
の符号数の組み合わせ論的な公式を予想した．[5]では，この公式が twisted homology
の交叉理論から自然に導出されることが説明されている．

4. Feynman積分への応用：量子場の理論において，Feynmann積分は基本的な対象で
ある．この積分は，GKZ超幾何函数の特殊な場合であるとみなせる．本研究での結
果を基礎に，[2, 3]ではGKZ系の Feynman積分への応用が論じられている．この
研究は Padova大学の物理学者である，Chestnov, V., Gasparotto, F., Mandal, M.
K., Mastrolia, P., Munch, H. J.らとの共同研究に基づく．

5. Twisted cohomology and Likelihood ideals：[15]において，twisted cohomologyを
差分環R上の加群として捉える枠組みを提唱した．Rは非可換環であるが，この枠
組みでは自然に「可換極限」を導入することができる．可換極限は代数統計の文脈
で盛んに研究されている likelihood ideal（[6]）になることが発見された．本研究は
Max Planck Institute for Mathematics in the Sciences の Simon Telenとの共同研
究に基づく．
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