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研究成果の概要（和文）：作用素環論における部分因子環論とテンソル圏の関係について研究を行った．2次元
トポロジカル物性に現れる4-テンソルが作用素環論において以前から知られているbi-unitary connectionと実
質的に同じものであることを示し，projector matrix product operator と呼ばれる行列の値域が，作用素環論
において知られている，4-tensor から生じる部分因子環の higher relative commutant と同じものであること
を示した．また，4-tensor がいつここで考えている形になるかの特徴づけも与えた．

研究成果の概要（英文）：We studied relations between subfactor theory in operator algebras and 
tensor categories.  We have shown that 4-tensors appearing in 2-dimensional topological order in 
condensed matter physics are essentitally the same as bi-uninary connections which are well-studied 
in subfactor theory.  We have further proved that the range of projector matrix product operator in 
physics setting is the same as the higher relative commutant of the subfactor arising from the 
4-tensor.  Moreover, we gave a characterization when a general 4-tensor is of the form considered in
 this setting. 

研究分野： 作用素環論

キーワード： 作用素環　テンソル圏　フュージョン圏　部分因子環

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
最近注目を集めている2次元トポロジカル物性における数学的構造を圏論と作用素環論の立場から研究した．こ
れによって数理物理学に現れる圏論の構造が，作用素環論における部分因子環の言葉で記述できることが分かっ
た．特に2次元トポロジカル物性で研究されているテンソルネットワークに現れる 4-tensor と，作用素環論に
おける部分因子環論で非退化な commuting square の記述に現れる bi-unitary connection とが実質的に同じ
であることを明らかにし，この関係を追究することによってこれまで知られていなかった部分因子環論との新た
な関係を見出した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
作用素環論と圏論の関係についてはこれまで多くの研究がある．特に Jones の部分因子環論に
おいてテンソル圏が重要な役割を果たすことはよく知られている．また数理物理学では，超弦理
論，特に 2 次元共形場理論がテンソル圏の理論と密接に関係していることがわかっている．そ
の一方，深谷圏も多くの数理物理学の話題との関係が知られており，部分因子環論と何か関係が
あるのではないかと期待される．またそれとは別に，物性物理学におけるトポロジカル物性にお
いても類似の数学的構造が研究されてきており，テンソル圏的な対称性が重要な役割を果たす
と期待されている．さらにそこではテンソルネットワークが重要な役割を果たしている．これも
作用素環論，部分因子環論におけるダイアグラムの手法と近似性があり，さらに深い関係がある
ことが期待される． 
 
２．研究の目的 
 
作用素環論，特に部分因子環論と圏論の関係をさらに深く理解することが目的である．双加群や
自己準同型が対象であるようなテンソル圏の研究はすでに広く行われているが，それを超えた
テンソル圏の役割を作用素環論の枠組みで解明したい．それにはテンソルネットワークの働き
を，これまでの部分因子環論におけるダイアグラムの手法との関係をさらに深く理解すること
が鍵となる．これによって 2 次元トポロジカル物性における圏論的対称性の果たす役割を理解
することが重要な目的となる． 
 
３．研究の方法 
 
2 次元トポロジカル物性におけるテンソルネットワークに現れる 4-テンソルの性質を調べるこ
とが基本になる．作用素環論における部分因子環論においてもよく似た 4-テンソルが研究され
ており，その両者の関係をきちんと理解する，両者においてそれぞれ研究されている性質や対象
の間の翻訳辞書を作る，また片方において自然に発生する問題を他方の設定で考察する，これま
で双加群や自己準同型が対象であるようなテンソル圏で研究されてきた問題を 4-テンソルの立
場から見直す，といった手法を用いて研究を行う． 
 
４．研究成果 
 
Bultinck-Marien-Williamson-Sahinoglu-Haegeman-Verstraete らの 2次元トポロジカル秩序に
関する最近の研究に現れる 4-テンソルは，Jones の部分因子環論における非退化 commuting 
square を特徴づける bi-unitary connection と本質的に同じものであることを示した．より詳
しくは，有限指数，深さ有限の部分因子環から 生じる bi-unitary flat connection が，彼らの
扱っている 4-テンソルのすべての条件を満たすこと及び，それから生じるチューブ代数と彼ら
の 4-テンソルから生じるエニオン代数が同型であることを示した．これより Verlinde 公式 が
成り立っていることが分かる．また，flatness 条件を落とした bi-unitary connection も，彼
らの理論の枠組みに入っていることを示した． 
さらにこの同一視を進め，彼らの導入した projector matrix product operator と呼ばれる射
影作用素が長さ kの時，この射影作用素の値域が，bi-unitary connection の生み出す部分因子
環の k次の higher relative commutant に一致することを示した． 
さらにこれに関連して，森田同値なユニタリ・フュージョン圏の言葉を用いて，Jones の基礎構
成を繰り返すことによって深さ有限の II_1 型部分因子環を生み出すような有限次元 C*環の非
退化 commuting square の特徴づけを与えた．この種の commuting square は佐藤信哉によって
前に研究されたもので， 彼の構成をわずかに一般化したものが完全に一般的なそのような
commuting square を与えることを示した．これによって上のタイプの 4-テンソルも完全に特徴
づけられている．さらにその応用として，与えられた深さ有限の超有限 II_1 型部分因子環を生
み出すような有限次元 C*環の commuting square の特徴づけも与えた． 
さらに，組紐フュージョン圏上でのある種の誘導表現の理論である，alpha-induction につい
て，bi-unitary connection の立場から研究を行った．alpha-induction は組紐フュージョン圏
内の (可換とは限らない)Frobenius 代数から生じるテンソル関手である．これはこれまでは III
型因子環の自己準同型の延長という形で研究されてきた．一方，bi-unitary connection と呼ば
れるユニタリ行列の族を使ってフュージョン圏が記述できることも，作用素環論における部分
因子環論でよく知られている．そこで，bi-unitary connection によって記述された組紐フュー
ジョン圏上で alpha-induction がどのように記述されるかを明らかにした．その中で，元になる
Frobenius 代数が可換の場合には，alpha-induction から生じる bi-unitary connection が flat
になることも証明した．これはもともとは有理的 2次元共形場理論の表現論や Dynkin 図形のダ



イアグラム的研究で知られていたものを一般化したことになっている． 
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