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研究成果の概要（和文）：被覆グラフ等の無限グラフ上のランダムウォークの極限定理に関して、ランダムウォ
ークの非対称性、極限過程の不連続性、底空間の非可換性の3つに焦点を当てて研究を行った。特に、ベキ零群
を被覆変換群とするベキ零被覆グラフ上の非対称ランダムウォークに関して、中心極限定理およびその精密化と
してのEdgeworth展開を得ることができ、論文が出版された。またランダムウォークの長時間挙動に関わる問題
として、Trotterの半群収束定理の精密化や有限グラフ上の熱核に関する話題、Riemannゼータ分布の畳み込みの
長時間挙動に関して研究を行い、それぞれにおいて論文の形として世に出すことができた。

研究成果の概要（英文）：I studied limit theorems for random walks on some infinite graphs such as 
covering graphs, by focusing on the non-symmetry of random walks, the discontinuousness of limiting 
stochastic processes, and non-commutativity of underling spaces. As a result, I established central 
limit theorems for non-symmetric random walks on nilpotent covering graphs, together with its 
Edgeworth expansion. I also consider some problems related to limit theorems for various kinds of 
random walks. In particular, I have obtained a refinement of the celebrated Trotter's approximation 
theorem, a partial result on some property of heat kernels on finite graphs, and the long time 
behavior of the convolution power of the Riemann zeta distribution. 

研究分野： 確率論

キーワード： 被覆グラフ　中心極限定理　重複対数の法則　Edgeworth展開　ランダムウォーク　離散幾何解析　半群
の収束理論　多重ゼータ関数

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
前研究課題並びに本研究課題の中で、ベキ零被覆グラフ上のランダムウォークの極限定理に関して、中心極限定
理や大偏差原理、重複大数の法則などの一連の基本的な結果を示すことができた。これらにより、ベキ零の非可
換性をもつ設定における極限定理はよく理解されたと言ってよい状況にまで進展した。さらにTrotterの半群収
束定理の改良を行ったことにより、半群の収束が現れる様々な局面で新しい数学の発展が見込めるという点で十
分意義のある研究ができたと自負している。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 被覆グラフとは、有限生成な無限離散群の作用により有限グラフを被覆してできる無限グラ
フである。被覆変換群が可換であるような被覆グラフは特に結晶格子とよばれ、2000 年頃より、
幾何学者である小谷元子氏、砂田利一氏を中心に研究がなされてきた。氏らは結晶格子上の対称
ランダムウォークについて考察し、結晶格子の最も幾何学的な配位を表す調和実現の概念を導
入した。この概念の導入の中で、氏らは「離散幾何解析」なる領域を創始し、この援用により、
さまざまなランダムウォークの極限定理を得てきた。これら一連の結果を見直すとき、 

(1) 結晶格子上のランダムウォークが「対称」であったこと、 

(2) 極限定理を通じてとらえた確率過程(Brown 運動)が「連続」であったこと、 

(3) 結晶格子に対応する被覆変換群が「可換」であること、 

の 3 つの要素が重要な役割を果たしてきたことが確認できた。一方で、これら 3 要素のうちい
ずれかが欠けた場合、ランダムウォークの極限定理に関する結果はかなり少なくなる。本研究は
「非対称」、「不連続」、「非可換」な状況下でどのような極限定理がどのくらい構築できるかとい
う新たな展開を目指して開始されたものである。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題では、上記で述べた状況並びに前研究課題（課題番号：18J10225）で行った研究

から派生する自然な方向性を考慮して、目的を以下の 3 つの研究を行うことと設定した。 
 
(Q1): 非可換群であるベキ零群を被覆変換群とする被覆グラフ（ベキ零被覆グラフ）上の非対称 
ランダムウォークの  ステップ推移確率の収束速度評価（Berry-Esseen 型評価）を示す。ま
た、このとき非対称性やグラフの幾何学的性質は速度評価にどんな影響を与えるか調べる。 
 
(Q2): Lévy 過程のような不連続な見本路をもつ確率過程を被覆グラフ上の極限定理を通じて捉
える。その際、極限として捉えた Lévy 過程に対応する Lévy triplet にどのようなグラフの幾
何学的性質が反映されるかについて調べる。 
 
(Q3): より広いクラスの非可換群（例えば可解群）およびそれを被覆変換群とする被覆グラフ
上のランダムウォークに関する極限定理を得る。 
 
 
３．研究の方法 
 
研究課題の遂行に関する機器や文献を購入し、共同研究者や専門家等の意見を仰ぎながら、自

らの手で考察、検証、計算を行った。本研究期間の中で一度 Imperial College London への出張
を行い、現地の定例セミナーで自身の結果に関する講演を行う機会を得ることができた。また、
最新の研究の動向を把握するために、関連する分野の研究集会やセミナー、専門家との研究打合
せを多数行った。 
一方で、新型コロナウイルスの感染拡大により、2020 年度に予定していた出張計画を大幅に

変更することとなった。さらには 2021 年度、2022 年度の 2 年間にわたり本研究課題を延長す
ることになったため、2 年目以降は当初定めた研究の目的とは大きく方向性の異なる研究を行っ
た。 
 
４．研究成果 
 
(1) 前研究課題より継続して考察したベキ零被覆グラフ上の非対称ランダムウォークの中心極

限定理に関する石渡氏、河備氏との共同研究に関する論文 2 編、並びにベキ零被覆グラフ上
のランダムウォークの重複対数の法則に関する論文のブラッシュアップを行い、本研究課題
期間中に掲載が決定した。 

(2) 被覆グラフ上のランダムウォークの極限定理について、特に「非対称」、「非可換」という観
点から研究を行った。前研究課題で得ていたベキ零被覆グラフ上の非対称ランダムウォーク
の中心極限定理のさらなる精密化として、その誤差評価である Berry-Esseen 型評価および
その漸近展開である Edgeworth 展開を得た。さらに、Edgeworth 展開に現れる係数をベキ
零被覆グラフが自然に埋め込まれるベキ零 Lie 群上の熱核測度のある種の積分により具体



的に記述することができた。これら一連の結果は論文の形に整理され、国外専門誌へ掲載す
ることができた。 

(3) 関数解析および近似理論で有名な Trotter の半群収束定理は我々が被覆グラフ上のランダム
ウォークの中心極限定理を証明する際に基本的かつ本質的な道具である。しかし、Trotter の
半群収束定理はその誤差の定量的な評価までは主張しない。Campiti と Tacelli は Trotter
の半群収束定理の収束レートを半群に対応する生成作用素のいわゆる Voronovskaya 型評
価の言葉で具体的に与えたが、現れる半群がすべて同じ Banach 空間上で定義されていなけ
れば使うことができないなど、汎用性がやや低かった。そこで、彼らの結果を半群が定義さ
れる Banach 空間の設定を可能な限り一般化することで拡張し、証明を与えることに成功し
た。元々は(1)で示した Berry-Esseen 型評価を得るために Trotter の半群収束定理をなんと
か改良できないかという思惑からたどりついた結果であり、普段から広い視野をもち研究に
向かうことの重要性を再認識することができた。この結果についても論文の形にまとめ、発
表することができた。 

(4) 被覆グラフ上のランダムウォークを考えることと、その商グラフ(有限グラフ)上のランダム
ウォークを考えることはほぼ同じことであるので、有限グラフのランダムウォークの振る舞
いについて調べることもまた本研究課題においては重要である。その中で、Peres が提唱し
た予想「すべての頂点推移的有限グラフ上の連続時間ランダムウォークの熱核の対角成分と
非対角成分の比を(2 頂点を固定して)時刻の関数とみなしたとき、それは単調増加である」
に関連した問題を、元大学院生の九保氏と考察した。その結果、グラフラプラシアンが 4 つ
の異なる固有値をもつような二部グラフにおいてはその予想が正しいということを証明し
た。証明の中で、グラフ理論において有名な 2-デザイン理論をうまく援用して固有値に関す
るある量の評価を行うテクニックを用いた点が本質的である。また、いくつかの新しい示唆
を含む例も提示することができた。これらの結果も共著論文としてまとめ、学術誌へ掲載し
た。 

(5) 青山氏と共同で、2 つの多重ゼータ関数を結晶格子上に定義し、その確率論への応用を調べ
ている。特にこれらのゼータ関数の正規化が、結晶格子上に無限個の重みをもつ多次元確率
分布の特性関数に対応することから、その畳み込みをとることで結晶格子上の(一般には無
限の跳躍を含む)ランダムウォークが構成できる。この観点から、無限個の点に重みをもつ確
率分布の畳み込みの長時間挙動を調べることは重要であると考え、青山氏および元大学院生
の大田氏と共同研究を行った。特に、そのような確率分布の最も簡単な例の 1 つである
Riemann ゼータ分布に注目し、その畳み込みの局所極限定理を示した。さらに極限の主要
項を Riemann ゼータ関数の特殊値の言葉で具体的に記述した。次の研究課題以降で、この
ような話を発展させ、無限個の点に重みをもつ確率分布の畳み込みにより得られる様々なラ
ンダムウォークの極限定理の構築ができるものと期待している。この結果もまた論文の形と
して整理され、国外総合誌へ掲載された。 

(6) (3)で示した Trotter の半群収束定理の精密化の応用例の１つとして、正値線形作用素の反復
により得られる半群の極限を調べる問題が考えられる。特に、閉区間[0, 1]上の連続関数を
一様に近似することで古くより知られる Bernstein 作用素についてはその反復がよく調べ
られている。そこで、赤堀氏および元大学院生の仙葉氏と共同研究を行い、Bernstein 作用
素の半直線上への拡張である Szász-Mirakyan 作用素の反復の極限を調べ、ある確率微分方
程式の解に対応する拡散半群へ収束することを証明した。さらに(3)で得た結果を援用する
ことで、その収束レートまで導くことができた。この種の連続関数を近似する作用素の反復
には自然にランダムウォークが対応することが知られている。作用素の反復の極限の研究に
は、従前より近似理論的手法を用いることが普通であったが、確率論的な視点が加わること
でさらなる発展が見込めるのではと期待している。今回得た結果については、既に論文の形
に整理し国外の専門誌へ掲載されていることを付記する。 
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