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１．研究計画の概要
パンルヴェ第 VI 方程式の非線型モノド

ロミー写像の力学系・エルゴード理論，およ
び周期点の研究を行う。この研究は，パンル
ヴェ方程式のモデュライ理論的定式化と，代
数多様体上の双有理写像のエルゴード理論
および周期点の理論を，リーマン・ヒルベル
ト対応によって結びつけ，両者の有機的な統
合を果たすことによって実行される。

パンルヴェ第 VI 方程式は４次元のアフィ
ン・パラメータに依存し，このパラメータ空
間にはアフィン・ワイル群が作用する。パラ
メータが，この群作用の鏡映面に乗っていな
い場合は，研究代表者たちの以前の研究で既
に取り扱いが行われていた。本研究では，パ
ラメータが鏡映面に乗っている，より興味深
い場合を中心に考察する。この場合に，非線
型モノドロミー写像のエントロピー正の確
率不変測度の構成を行い，付随する力学系の
カオス性について論じる。また，この場合に
は，モノドロミー写像の不変集合として，超
幾何関数解に付随する所謂リッカチ曲線が
現れる。そこで，リッカチ解軌道の近傍にお
けるモノドロミー写像の力学系的性質につ
いて研究する。

上記の場合には，モノドロミー写像の周期
点として，周期曲線と孤立周期点の二種類が
現れると考えられるので，それらの個数の評
価について研究する。また，この研究に資す
るために，射影代数曲面上のエントロピー正
の保測的双有理写像の周期点の一般的理論
の構築を行う。更に，コンパクト複素曲面上
の位相的エントロピーが正の正則自己同型
をできるだけたくさん構成し，その力学系理
論的な性質を調べるという研究を行う。

２．研究の進捗状況
（１） パンルヴェ第 VI 方程式の力学系・
エルゴード理論の研究。パラメータが鏡映面
上に乗っている場合について研究計画の考
察を行った。この場合は，対応する指標多様
体が特異点を持ちリーマン・ヒルベルト対応
がその解析的特異点解消を与えるのみとな
り，単射性が崩れる。そこで，指標多様体の
代数的最少特異点解消をとり，リーマン・ヒ
ルベルト対応を双正則写像に持ち上げるこ
とにより，パンルヴェ方程式の非線型モノド
ロミーと指標多様体上の組み紐作用との間
に狭義共役写像を構成した。これにより，モ
ノドロミー写像に対する，混合的で鞍型双曲
的な最大エントロピー確率不変測度を構成
し，またエントロピーの計算アルゴリズムを
与えることができた。
（２） パンルヴェ第 VI 方程式の不変部分
集合および周期解の研究。パンルヴェ方程式
の解芽全体のなすモデュライ空間の中で，非
初等的な閉曲線に沿う非線型モノドロミー
写像で不変な既約コンパクト部分集合は，超
幾何関数解のなすリッカチ曲線 (1 次元) か
孤立周期解（0 次元）かのいずれかであるこ
とを示した。また，周期解のなす曲線，すな
わち周期曲線が，リッカチ曲線に限ることを
示した。一方，孤立周期解は必ず無限個あり，
その個数は周期と共に指数的に増大するこ
とを示した。さらに，指数的増大率を考えて
いる閉曲線の情報から具体的に計算するア
ルゴリズムを与えた。この研究結果は，次の
項目（３）の一般的理論を応用することによ
って得られた。
（３） 射影代数曲面上のある複素面積要素
を保存する双有理写像に対する周期点の一
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般的理論を構築。この研究では，写像の位相
的エントロピーが正ならば，ある一般的な条
件の下で，この写像はたかだか有限個の周期
曲線しか持たず，その一方，必ず無限個の孤
立周期点を持ち，その個数は周期と共に指数
的に増大していくことを示した。ここで，こ
の指数的増大度はエントロピーの値によっ
て具体的に表示できる。この一般論を展開す
る上での困難点は，曲面上の面積保存系では
アティア・ボットの不動点公式が適用できな
いことであった。そこで，本研究では替わり
に斎藤秀司の不動点公式を用いることによ
り困難を克服した。

３．現在までの達成度
②おおむね順調に進展している。
パラメータが鏡映面の上に乗っている場

合にパンルヴェ第 VI 方程式のエルゴード理
論を展開することができた。またこの場合に，
モノドロミー写像のコンパクト不変部分集
合の分類ができた。特に周期曲線が高々有限
個しかなく，それらはリッカチ曲線に限るこ
とが示せた。また孤立周期解が必ず無限個存
在し，その個数が周期とともに指数的に増大
することを示せた。これを示すために射影曲
面上の保存力学系の周期点の一般論を構築
できた。以上のことは，研究計画がおおむね
順調に進展していることを示している。

４．今後の研究の推進方策
特別なパラメータに対応するパンルヴェ

VI 型力学系の特別な解軌道について研究を
行う。例えばマルコフ・パンルヴェ解軌道を
記述するパラメータの値と初期値について
は既に決定済みであるが，この軌道の大域的
性質について詳しい考察を行う。

またパンルヴェ型微分方程式を規定する
基本的な性質であるパンルヴェ性について
考察を進める。過去３０年間におけるパンル
ヴェ系の研究は可積分系的な研究が中心で
あったため，パンルヴェ性の理解は殆ど進ん
でいない。この研究は非常に困難であるが，
本質的な進展に向けての手掛かりを探る。

更にコンパクト複素曲面上の力学系につ
いて研究を行う。特に有理曲面上のエントロ
ピー正の自己同型写像の組織的構成方法に
ついて考察を行う。

５. 代表的な研究成果
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