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研究成果の概要（和文）：先行研究で確立したパンルヴェ系の代数幾何学・モデュライ理論的な

基盤整備の下に，パンルヴェ第 VI 方程式の詳細な力学系的研究を実行した。パラメータがア

フィン・ワイル群の壁上にある場合に，非線型モノドロミー写像のカオス性，孤立周期解の個

数の指数的増大性等を確立した。この結果を得るために，射影代数曲面上の保測的双有理写像

の周期点の一般的理論を確立した。また正のエントロピーを持つ有理曲面自己同型の構成も行

った。 
 
研究成果の概要（英文）：We developed a dynamical study of the sixth Painleve equation on 
the algebro-geometrical and moduli theoretical foundations of the Painleve system. When 
the parameter lies on the walls of an affine Weyl group, we established the chaotic nature 
of the system and proved the exponential growth of the number of isolated periodic 
solutions. To obtain these results, we developed a general theory of periodic points for 
area-preserving birational maps on a projective surface. Constructing rational surface 
automorphisms of positive entropy has also been discussed. 
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１． 研究開始当初の背景 
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基盤研究（B）「パンルヴェ方程式の幾何学と
大域解析」（平成１６年度～１９年度）にお
いて，本研究課題につながる研究を行った。
すなわち，パンルヴェ方程式やその一般化に
対する代数幾何学・モデュライ理論的な基盤

整備を行い，またその成果を代数曲面上の複
素力学系理論およびエルゴード理論と組み
合わせることによって，パンルヴェ型方程式
の力学系理論的研究を創始した。具体的には， 
（１）相空間の代数幾何学的構成：ガルニエ
系の相空間を安定放物接続のモデュライ空
間として幾何学的不変式論を用いて構成し
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た。またその自然なコンパクト化を構成した。 
特にパンルヴェ第 VI 方程式の場合に，モデ
ュライ空間の精密な記述を行った 。 
（２）リーマン・ヒルベルト対応の確立：上
記のモデュライ空間に対してリーマン・ヒル
ベルト問題を完全な形で解き，リーマン・ヒ
ルベルト対応を確立した。 
（３）ベックルント変換の特徴づけ：パンル
ヴェ方程式の対称性を記述するベックルン
ト変換群をリーマン・ヒルベルト対応に関す
る被覆変換群として特徴づけ，そのアフィ
ン・ワイル群構造の由来を発見した。 
（４）古典解と特異点理論：リーマン・ヒル
ベルト対応は安定放物接続のモデュライ空
間から指標多様体への正則写像であるが，こ
れが指標多様体上の特異点の最小特異点解
消を与えることを示した。そして，その例外
集合がパンルヴェ方程式の古典解（超幾何関
数解）を与えることを示し，パンルヴェ系が
超幾何系の非線形化であることの幾何学的
理由を明らかにした。 
（５）パンルヴェ方程式のエルゴード理論の
創始：パンルヴェ第 VI 方程式の非線形モノ
ドロミーの複素力学系及びエルゴード理論
的な研究を開始した。パラメータが壁 (wall) 
上にないときに，非線形モノドロミーが殆ん
ど全てのループに沿ってカオス的であるこ
とを示した。これは従来可積分系的に研究さ
れてきたパンルヴェ方程式が，実はカオス的
であったことを初めて示したものであり，本
研究課題の背景をなしている。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では，上記の研究開始当初の背

景を基盤として， パンルヴェ第 VI 方程式の
力学系的研究，定性理論的研究を詳細な水準
で行うことが，まず一つの目的であった。 
（１）パンルヴェ第 VI 方程式の力学系・エ
ルゴード理論の研究：この方程式は４次元の
複素アフィン・パラメータに依存しているが，
このパラメータ空間にはアフィン・ワイル群
が作用している。パラメータが，この作用に
関する壁（wall）に乗っていないときは，も
のごとは比較的単純であり，上述の先行研究
において一定の成果が得られていた。本件研
究課題においては，パラメータが壁上にある
ときにパンルヴェ力学系の諸現象を十分に
解明することであった。 
（２）パンルヴェ第 VI 方程式の不変部分集
合，周期解，代数関数解の研究：パンルヴェ
力学系の相空間に働く非線形モノドロミー
の力学系には，種々の興味深い不変部分集合
が存在し，その構造を理解することは重要で
ある。（あるいはそのような不変部分集合が
存在しないという逆の結果を出すことも重
要である。）その中で古典解（超幾何解）に
対応する不変集合，あるループに沿う周期解

のなす不変集合，代数関数解のなす不変集合
などが特に興味深い。パラメータが壁上にあ
るとき，これらの問題が更に面白くなるので，
それらを解くことがここでの課題であった。 
 上記の周期解の問題を解くためには，ある
種の一般論の構築が必要となる。それが次の
項目の目的であった。 
（３）射影代数曲面上の保測的双有理写像に
対する周期点の理論の構築：保測（保存）力
学系の周期点の分布理論には特有の困難が
ある。すなわち周期曲線等の孤立しない周期
点が現れるときの，孤立周期点の個数の数え
上げ問題である。それを克服するのがここで
の課題であった。 
（４）有理曲面上のエントロピー正の自己同
型の研究：パンルヴェ力学系の研究は，代数
多様体上の力学系理論を下敷きにしている
が，ここでの課題は，有理曲面上の力学系の
理論を発展させることにあった。特にエント
ロピー正の力学系を数多く構成することが
目的であった。 
（５）多面体調和関数の研究：本研究課題の
主要目的と直接の関係はないが，鏡映群の代
数解析と組合せ論を用いて，多面体調和関数
について研究することも目的においた。 
 
３． 研究の方法 
 研究代表者は，本研究課題の立案・実施・
総括の中心となった。分担者の上原崇人は最
も主要な共同研究者として，パンルヴェ方程
式の力学系理論および射影代数曲面上の周
期点理論の開発に協力した。上原はまた，有
理曲面上のエントロピー正の自己同型の構
成問題において主要な役割を果たした。パン
ルヴェ VI 方程式の代数関数解，マルコフ・
パンルヴェ超越関数，および多面体調和関数
の研究は，代表者の単独研究であった。 
 ２０１０年３月の日本数学会年会で「パン
ルヴェ方程式の代数解析と力学系」と題して
総合講演する機会を与えられた。この講演で
は，本研究課題のそれまでの研究成果につい
て，広範囲の聴衆に紹介することができた。 
２０１１年には「パンルヴェ性をめぐって」
と題する記事をまとめた。これは，パンルヴ
ェ方程式研究の現況をまとめた上で，今後の
研究の方向性を与えるような未解決問題を
多く収録した。これは，その後および将来の
研究活動に役立てている。 
我々のパンルヴェ系の研究に適用する力

学系理論，エルゴード理論については，もと
もとこれらの分野の専門家ではない研究代
表者は，九州大学力学系セミナー等で研究分
担者あるいは連携研究者から専門的知識の
供与を受けた。パンルヴェ系は，可積分系と
も関連が深いため，可積分系セミナーにおい
ても必要な関連情報を仕入れた。 
また，京都大学数理解析研究所で開かれて



 

 

いる，パンルヴェ方程式，複素力学系，代数
解析，代数幾何学等の研究集会，および，例
年，夏休みに開かれている函数方程式サマー
セミナー，神戸大学で開かれている超幾何方
程式研究会，熊本大学等で開かれているアク
セサリーパラメータ研究会等に出席し，研究
連絡や研究成果発表を行った。 
 
４．研究成果 
（１）パンルヴェ第 VI 方程式の力学系・エ
ルゴード理論の研究。パラメータが鏡映面 
(wall) 上に乗っている場合について研究計
画の考察を行った。この場合は，対応する指
標多様体が特異点を持ちリーマン・ヒルベル
ト対応がその解析的特異点解消を与えるの
みとなり，単射性が崩れる。そこで，指標多
様体の代数的最少特異点解消をとり，リーマ
ン・ヒルベルト対応を双正則写像に持ち上げ
ることにより，パンルヴェ方程式の非線型モ
ノドロミーと指標多様体上の組み紐作用と
の間に狭義共役写像を構成した。これにより，
モノドロミー写像に対する，混合的で鞍型双
曲的な最大エントロピー確率不変測度を構
成し，またエントロピーの計算アルゴリズム
を与えることができた。 
（２）パンルヴェ第 VI 方程式の不変部分集
合，周期解，代数関数解の研究。パンルヴェ
方程式の解芽全体のなすモデュライ空間の
中で，非初等的な閉曲線に沿う非線型モノド
ロミー写像で不変な既約コンパクト部分集
合は，超幾何関数解のなすリッカチ曲線 (1
次元) か孤立周期解（0 次元）かのいずれか
であることを示した。また，周期解のなす曲
線，すなわち周期曲線が，リッカチ曲線に限
ることを示した。一方，孤立周期解は必ず無
限個あり，その個数は周期と共に指数的に増
大することを示した。さらに，指数的増大率
を考えている閉曲線の情報から具体的に計
算するアルゴリズムを与えた。この研究結果
は，次の項目（３）の一般的理論を応用する
ことによって得られた。更にあるクラスの代
数関数解を，指標多様体上の力学系の有限軌
道の観点から特徴付けた。 
（３）射影代数曲面上の保測的双有理写像に
対する周期点の理論の構築。射影代数曲面上
の双有理写像で，有理二次形式を保存するも
のに対する周期点の一般論を構築した。その
ような写像は，位相的エントロピーが正なら
ば，ある一般的な条件のもとで，高々有限個
の周期曲線しか持たず，また無限個の孤立周
期点を持ち，後者の個数は周期とともに指数
的に増大することを示した。ここで，この指
数的増大度は，エントロピーの値によって具
体的に表示することができる。この一般論を
展開する上での困難点は，曲面上の面積保存
系ではアティア・ボットの公式が適用できな
いことであった。本研究では，斎藤秀司の不

動点公式を使うことによって，その難点を克
服した。この成果は項目（２）のパンルヴェ
方程式の周期解の研究に応用された。 
（４）有理曲面上のエントロピー正の自己同
型の研究。有理曲面上のエントロピー正の自
己同型写像の研究を行った。昨年度の研究に
おいて, 軌道データの実現化を用いた写像
構成方法を導入し, 尖点をもつ反標準曲線
を保つ写像の大量構成に成功した。本年度は, 
その逆の問題, つまり, 任意の尖点反標準
曲線を保つ自己同型写像が適当な軌道デー
タの実現化から構成できることを示した。 
つまり, 軌道データの実現化を用いた構成
方法の有用性を示した。 
（５）多面体調和関数の研究。多面体調和関
数論の一般論は，研究代表者の以前の研究に
より構築された（1997）。その研究に基づき，
正多面体に対する多面体調和関数の空間の
決定が行われたが，立方体の場合のみ未解決
のまま残されていた。そこで，n 次元立方体
の k次元骨格に関する調和関数の空間を決定
した。この問題を有限鏡映群のある不変偏微
分方程式系の解析に還元し，更にヤング図形
上のある和公式やベルヌーイ数が絡むある
漸化式の組合せ論に帰着して解いた。歴史的
には，k=0 の場合は 1970 年に解決されてい
たが，k = 1,…,n の場合が未解決であった。 
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