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研究成果の概要（和文）： 本研究では，NP 困難であるグラフ最適化問題を対象に，近似アル

ゴリズムを設計した．本近似アルゴリズムは多項式時間で高速に動作し，最適解に対する近似

精度が理論的に保証されている．また，NP困難であるグラフ最適化問題に対して，近似下界を

示した．近似下界は，NP = P という仮定の下で，多項式時間ではより近似精度の高いアルゴリ

ズムを設計することは理論的に不可能であるという近似の意味での限界を示している． 
 
研究成果の概要（英文）： In this research, for many NP-hard graph optimization problems, 
we designed approximation algorithms, which run in polynomial time and are mathematically 
evaluated by the worst case possible relative errors over all possible instances of the 
problems. Also, we showed the lower bounds on approximability for NP-hard graph 
optimization problems. The inapproximability results demonstrate that unless NP = P we 
cannot guarantee to do substantially better in polynomial time. 
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１．研究開始当初の背景 

現実世界に現れる生産計画や各種スケジ
ューリング問題などの情報工学的な問題は，
時間やコストなどの制約条件のもとで，ある
目的を満足させるという最適化問題として
捉えることができる．また，多くの問題につ
いては，それら制約条件や目的関数を自然な
形でグラフ最適化問題として定式化できる．
例えば，マルチプロセッサ環境でのタスク割
当スケジューリング問題をグラフ最適化問
題として定式化する場合には，プロセッサや

タスクをグラフの頂点，プロセッサへの割当
をグラフの有向辺，処理時間を有向辺の重み
として表現ができる．このように問題の定式
化は，グラフを用いて簡単に実現できるが，
多くの場合に NP 困難問題集合に属してしま
う．計算理論における有名な未解決予想であ
る P  NP 予想が成り立つとすると，厳密な
最適解を求めるためのアルゴリズムの動作
時間は問題の規模(問題のサイズ)が大きく
なるに従って指数的に爆発してしまう． 

NP 困難問題集合は応用の面でも重要な問
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題を多く含んでいるため，条件に制限を加え，
条件を緩和することにより問題を解くこと
になる．このとき 3つのアプローチが考えら
れる． (i) 多項式時間動作条件の緩和．多
項式時間動作を諦めて指数時間の範囲でで
きるだけ計算時間の短いアルゴリズムを設
計する．(ii) 最適解条件の緩和．厳密な最
適解を求めることを諦めて，準最適解を求め
るための多項式時間アルゴリズムを設計す
る．(iii) 例題集合の制限．全体集合に対し
て動作することを諦めて，例題の部分集合に
のみ近似精度を保証するアルゴリズムを設
計する．本研究では，主に，(ii)と(iii) の
アプローチを用いて NP 困難問題集合に対す
るアルゴリズムの設計を行う． 

(ii)のアプローチを採用したときに理論
的に重要な点は，得られた準最適アルゴリズ
ムの出力解の近似精度を数学的に保証する
ことである．また，その理論的に保証された
近似精度は更に改善の余地があるのか，それ
とも理論的なベストであるのかという近似
可能性の意味での計算限界を示すことも重
要な研究課題となっている．(iii)のアプロ
ーチにおいては，多項式時間で解くことが可
能なできるだけ大きな部分集合を見つける，
逆に，NP 困難となるようなできるだけ小さ
な部分集合を見つけるという，集合制限の意
味での計算限界を示すことがテーマとなる．  
 
２．研究の目的 

本研究の目的は，NP困難問題と呼ばれる多
項式時間で最適な解を求めるためのアルゴ
リズムを持たないであろうと予想されてい
るグラフ最適化問題を対象に、最適解に対す
る近似精度を理論的に保証できるアルゴリ
ズムの設計手法を構築することである．また
逆に，多項式時間ではより近似精度の高いア
ルゴリズムを設計することは理論的に不可
能であるという近似限界を示すことにより，
近似精度の数値的な指標を与えることを目
的とする． 
 
３．研究の方法 

研究の形態は理論的な解析が中心であり，
以下のような手順で研究目的の達成を目指
す: (1) 参考研究や類似研究の結果の調査，
アルゴリズム設計法と下界証明の数学的手
法の調査，現実世界に表れる最適化問題の抽
出，(2) 得られた最適化問題のグラフ最適化
問題としての定式化と計算複雑さの証明，
(3) 近似精度を保証した多項式時間アルゴ
リズムの設計と近似不可能性の証明，(4) 多
項式時間で動作が可能となるような部分集
合と困難性を有する部分集合の境界の発見，
高い近似精度を保証できる部分集合の解明． 
 
４．研究成果 

(1) グラフ支配最大化問題： グラフにおけ
る頂点/辺支配集合問題の新しい亜種に対す
る近似アルゴリズム設計と近似下界につい
て調べた．ある頂点はその頂点自身と隣接点
を支配すると言い，同様にある辺はその辺自
身と隣接する辺を支配すると言う．グラフ G = 
(V,E) と正整数 kが与えられたとき，k-頂点
(k-辺)支配問題（それぞれ以下 k-MaxVD, 
k-MaxED と呼ぶ）は高々サイズ k の頂点の部
分集合 DV  V (または辺の部分集合 DE  E )
の中で，支配する頂点集合（また辺集合）の
サイズを最大化するものを求める問題であ
る．本研究では，まずこの問題に対して単純
な貪欲アルゴリズムが k-MaxVD，k-MaxED い
ずれに対しても近似比(1-1/e)を達成するこ
とを示した．次に P  NPの条件下で，k-MaxVD
に対してこの近似比が多項式時間アルゴリ
ズムの最善であることを示した．さらに P  
NP の条件下で，k-MaxED に対して 1303/1304
よりも良い近似比の多項式時間アルゴリズ
ムが存在しないことを示した．一方，k がグ
ラフの最小最大マッチングのサイズを超え
ないという条件下では，k-MaxED に対して近
似比 3/4の多項式時間アルゴリズムが存在す
ることを示した． 
 
(2) 完全二分木グラフの直線への歪み埋め
込み問題： 頂点集合を V(G)，辺集合を E(G)
とする無向グラフ G について，G のグラフメ
トリックを M = (V(G), D)で表すことにする．
ここで，D は距離関数であり，任意の 2 頂点
u, v  Vについて，uと vの最短距離を表す．
距離関数を Dとするグラフメトリック，及び
距離関数を D'とする他のメトリック空間 M' 
= (X, D')が与えられたとき，写像 f: V  X
を Mから M'への埋め込みと呼ぶ．写像 fにつ
いて，D(u, v)  D'(f(u), f(v))c(f) が任
意の頂点対 u, v  Vに対して成り立つとき，
f は c(f)の縮小を持つという．また，D(u, 
v)e(f)  D'(f(u), f(v)) が任意の頂点対
u, v  V に対して成り立つとき，f は e(f)
の拡大を持つという．頂点集合 Vに対する写
像 fについて，c(f)が 1となるとき，もしく
は D'(f(u), f(v))  D(u, v)が成り立つとき，
f は非縮小であるという．さらに，非縮小な
写像 f について，e(f)が d 以下であるとき，
f は d の歪みを持つという．すなわち，歪み
は埋め込みアルゴリズムの距離伸長の近似
精度保証を表している．以下では，非縮小な
写像を歪み埋め込みと呼ぶ．非縮小の条件
D'(f(u), f(v))  D(u, v)を，異なる 2頂点
u  vに対する D'(f(u), f(v))  1という条
件で置き換えた場合を考える．このとき，非
縮小な写像 fについて，e(f)が l以下である
とき，fは lの膨張を持つといい，そのよう
な写像を膨張埋め込みと呼ぶ．本研究では，
次のような歪み埋め込みにおける基本的な



問題について考える: 重み無しの完全二分
木グラフ T = (V, E)が与えられたとき，歪み
maxu, v  V(|f(u) - f(v)|/D(u, v))を最小に
するような直線への歪み埋め込み fを求める．
すなわち，非縮小写像 fにより完全二分木グ
ラフの頂点 V は直線上に並べられ，任意の 2
頂点 u, v  Vについて|f(u) - f(v)|  D(u, 
v)を満たす． このような直線への埋め込み
を直線歪み埋め込みという．本研究の目的は，
高さ hの完全二分木グラフの直線歪み埋め込
みに対する O(2h)の上界と(2h/h)の下界の
ギャップを埋めることである．2008 年に
Mathieu と Papamanthou は，完全二分木グラ
フの直線歪み埋め込み問題に対して(2h)よ
りも小さい歪みを持つ直線歪み埋め込みア
ルゴリズムは存在しないと予想していた． 
しかし，本研究では，O(2h/h)の歪みを持つ完
全二分木グラフに対する直線歪み埋め込み
が存在することを示した． 
 
(3) 直径 d 部分グラフ最大化問題：  
MaxClique 問題はグラフにおける組合せ最適
化問題として有名なものの 1つであり，多く
の研究が行なわれている．クリークとは，任
意の頂点間が隣接しているグラフのことで，
その直径は 1である．グラフ G が与えられた
とき，MaxClique 問題の目的は，G 中の最大
クリークを見つけることである． MaxClique
問題に対して最良の多項式時間近似アルゴ
リズムは，最適解の n(loglog n)2/(log n)3 
分の 1 程度の解なら見つけることができる．
ここで nは入力グラフの頂点数である．一方， 
NP  ZPPという仮定のもとで，Bellare らは
MaxClique問題には n1/3 -  よりも良い近似度
を持つ多項式時間アルゴリズムは存在しな
いことを示した．ここでは任意の正数である．
また，Hastad は同じ仮定のもとで，n1- より
も良い近似度を持つアルゴリズムは存在し
ないことを示した．ここで，NP  ZPPではな
く，少し弱い P  NP を仮定すると，この近
似度の下界は n1/2 - になる．既知の最も高い
下界は，Zuckermanにより示されており，P  
NPという仮定の下での n1 - である．ここで，
は，上と同様に任意の正数である． 
 本研究では MaxClique 問題の自然な拡張
である，直径 d部分グラフ最大化問題(MaxDBS
問題)について議論した．MaxDBS 問題におい
ては，グラフ Gと整数 d  1が入力として与
えられ，直径 dである最大の部分グラフを探
すことを目的とする． d=1の場合は， MaxDBS
問題は正確に MaxClique問題と同じ問題であ
り， P  NPの仮定の下では任意の  > 0 に
対して n1-よりも良い近似度を持つアルゴリ
ズムは存在しないことになる．さらに， d  
2 である場合にも，任意の  > 0 に対して
n1/3-よりも良い近似度の解を求めることは  
NP-困難であることが Marincek らによって

示されている．本研究では，まずこの d  2
に対する近似度の下界を強める．すなわち，
任意の  > 0 に対して，n1/2 -よりも良い近
似度の解を一般のグラフに対して求めるこ
とが NP-困難であることを示した．そして，
偶数 d  2に対しては近似度が n1/2であるよ
うなアルゴリズム， 3以上の奇数である dに
対しては近似度が n2/3であるようなアルゴリ
ズムを提案する．著者らが把握している限り
では， d  2に対しては，これまで近似アル
ゴリズムは知られていなかった． 

MaxClique問題ならびに MaxDBS問題は，最
適解を得ることが困難であることはもちろ
んのこと，例えば定数などの近似度は得られ
ないことから，近似の観点からも難しいと考
えられる．しかしながら，例えば入力される
グラフが平面グラフや弦グラフなどに制限
される場合には， MaxClique問題は多項式時
間で解けることが知られている．そこで，本
研究でもこれにならい，入力グラフの構造を
制限した場合の MaxDBS 問題の近似可能性と
近似困難性について考察した．対象とするグ
ラフ構造としては，弦グラフ，スプリットグ
ラフ，区間グラフ，k 部グラフを扱った．ス
プリットグラフと区間グラフは弦グラフの
部分クラスである． 主要な結果は以下であ
る．(i) 一般のグラフに対して，d が偶数な
らば O(n1/2) -近似アルゴリズム， dが奇数な
ら O(n2/3)-近似アルゴリズムがそれぞれ存在
する．(ii) 一般のグラフに対して， P  NP
の仮定の下で，任意の  > 0 について多項式
時間で動作する O(n1/2-)-近似アルゴリズム
は存在しない．(iii) d が奇数の場合，弦グ
ラフとスプリットグラフに対して，多項式時
間で動作する最適アルゴリズムが存在する．
(iv) d=2の場合，スプリットグラフに対する 
O(n1/3)-近似アルゴリズムが存在する．(v) 弦
グラフに対して， P  NP の仮定の下で，任
意の  > 0 と偶数 d について多項式時間で
動作する O(n1/3-)-近似アルゴリズムは存在
しない．スプリットグラフについても同様に，
多項式時間で動作する O(n1/3-)-近似アルゴ
リズムは存在しない．(vi) 区間グラフに対
して，多項式時間で動作する最適アルゴリズ
ムが存在する．(vii) 2部グラフに対して， P 
 NPの仮定の下で，任意の  > 0と d  3
について多項式時間で動作する O(n1/3-)-近
似アルゴリズムは存在しない．同様に k  3
であるようなk部グラフと d  2についても，
多項式時間で動作する O(n1/3-)-近似アルゴ
リズムは存在しない．  
 
(4) グラフ探索問題： グラフ上での地図作
成問題とは，探索者が未知のグラフの全ての
頂点を訪問することによりグラフ構造を調
査する問題である．探索者は辺の存在とその
長さをその端点を訪れるまで判らないとす



る．探索者は，できるだけ短い経路を通るこ
とにより全ての頂点と辺を調査して，出発点
まで戻って来なければならない．本問題に対
する最も単純な方法の一つは，最近傍アルゴ
リズム(NN) であり，まだ訪れていない頂点
の中で探索者の現在の場所から最も近い場
所に移動する戦略である．重み付き最近傍ア
ルゴリズム(WNN)は， NNの拡張であり，ある
重み付きの距離により次の移動場所を決め
る．平面グラフにおいては，重み 3である WNN
が 16 競合であることが知られている．本研
究ではサイクルグラフについては， NN の競
合比が 1.5となること，その解析が厳密であ
ることを示した．また，サイクルグラフに対
しては WNN の中で NN が最適であることを示
した．さらに，本問題に対しては， 1.25 競
合よりも良いアルゴリズムが存在しないこ
とを示した． 
 
(5) 最小マンハッタンネットワーク設計問
題： 2次元平面上の 2点 p, qを横方向の線
分と縦方向の線分で連結しているとき，その
パスを直線パスと呼ぶ．また，2 点間の直線
パスの長さを横線分と縦線分の長さの合計
とするとき，パスの長さが最小となる直線パ
スのことをマンハッタンパスと呼ぶ．すなわ
ち，マンハッタンパスの長さは 2 点間の L1

距離に等しい．2 次元平面上の n 点集合 T が
与えられたとき，すべての 2点の対について
マンハッタンパスが存在するネットワーク G
をマンハッタンネットワークとする．ネット
ワーク Gについて， Gに含まれるすべての線
分の長さの合計を G の長さということにし， 
L(G)と表す．最小マンハッタンネットワーク
問題(MMN 問題と略記)は，点集合 T が与えら
れたとき， L(G)が最小となる T のマンハッ
タンネットワーク Gを求める問題である． 
 MMN 問題は，2001 年に，Gudmundsson，
Levcopoulos，Narasimhan により提案された
問題であるが，MMN 問題に対して多項式時間
アルゴリズムが存在するかどうかについて
はまだ分かっていない．Guo，Sun，Zhu は，
組合せ的な手法により， O(n2)時間で動作す
る 2 近似アルゴリズムを 2008 年に提案し，
さらに，O(nlog n)時間へと高速化を行って
いる．本研究では，Guo らによって提案れた
2近似アルゴリズム(以下ではGSZアルゴリズ
ムと呼ぶ)と，その後に提案された別の 2 近
似アルゴリズム(以下では F-GSZ アルゴリズ
ム)の近似下界について調べる．両アルゴリ
ズムに対して，どのような入力ネットワーク
が都合が悪く，近似比が大きくなってしまう
のか示されておらず，近似解析が厳密なもの
であるのか分からない．実際に，後で述べる
ように，F-GSZ アルゴリズムは GSZ アルゴリ
ズムの近似解析でまだ''余裕のある無駄な
線分''を追加することにより近似比を大き

くすること無く高速化を実現している．本研
究では，GSZ アルゴリズムに対して近似比が
1.5になってしまう入力例を示す．また，GSZ
アルゴリズムを用いた場合には 1.5近似にな
るが，F-GSZ を用いた場合には近似比が 2 ま
で大きくなる例を示した．このことは GSZア
ルゴリズムの近似解析の精度を高めること
で，より小さい近似上界を求めることができ
る可能性が残っていることを示している． 
 
(6) グラフの最小出次数最大化問題： 
MaxMinO という無向グラフの向き付け問題の
一種について考える．無向枝重みつきグラフ
の向き付けを与えることにより，重み付き出
次数を定義する（枝重みは正整数であるとす
る）．この問題は，グラフ中の最小重み付き
出次数を最大化する問題である．本研究では
まず， MaxMinO は枝重みを{1, 2}に限定し，
かつ各頂点の（重みなし）次数が高々3，さ
らにグラフが平面二部であるような場合で
も強 NP 困難であり，P = NP でない限り，任
意の定数  > 0に対して多項式時間では 2-
近似不可能であることを示した．次にすべて
の枝重みが 1である場合には，多項式時間で
解くことができることを示した．これにより，
枝重みが wminよりも大きい枝数が O(log n)で
あるときにも，多項式時間で解くことができ
る．さらに，この手法により MaxMinOに対す
る単純な wmax/wmin 近似多項式時間アルゴリズ
ムを得ることができる（wmax, wminはそれぞれ 
枝重みの最大値，最小値). 最後に，入力グ
ラフがカクタスである場合にも MaxMinOは多
項式時間で解くことができることを示した． 
 
(7) 線画描画問題： MS Excel などのスプ
レッドシートは，PCユーザーにとって最も利
用頻度が高いソフトウェアの一つであり，表
作成を行う際の便利で使い易い道具になっ
ている．作成したスプレッドシートを読み易
くするために，横線や縦線を描画することは
実際に利用する場面で頻繁に起こる．本研究
では，これらの作業を罫線描画問題(BDP)と
して形式化を行う．描画を行いたい黒い線分
の配置が与えられたときに，アルゴリズムの
観点から，罫線ボタンの集合を用いて効率良
く描くための手順とその難しさについての
考察を行った．(i) MS Excel に基づき，形
式的な罫線描画のモデルを与え，(ii) Excel
の罫線ボタンの集合，およびその部分集合に
対して罫線描画問題が NP 困難となることを
示した．(iii) さらに，より効率的な罫線描
画を行える可能性のある新しい罫線ボタン
集合を提案し，その描画可能性に関する必要
十分条件を与えた． 
 
(8) 試問予定表作成問題:  本研究では，試
問予定表作成問題と呼ばれる大学における



時間割表作成問題を考えた．この問題では， 
m 人の審査員の集合， 2n 人の学生の集合，
各学生について審査する複数の審査員の担
当割当 (例えば各学生を 3人ずつの審査員が
担当) が与えられる．審査は n人ずつ 2 つの
部屋で同時に行われるため，学生と担当 審
査員の組は， n個の時刻と 2つの部屋から成
る n  2 行列に割り当てられる必要がある．
ここで，同じ審査員が担当する異なる 2人の
学生は異なる時刻に割り当てられなければ
ならない．さらに，すべての審査員が 2つの
部屋を移動する回数の合計をできるだけ少
なくしたい．本問題は，実際に京都大学の試
問予定表作成時に起きた問題を形式化した
ものである．この問題について 2つの制約付
きモデルを提案し，それらの計算複雑さにつ
いて調査した． 
 
(9) ソーティングバッファ問題： ソーティ
ングバッファ問題の入力は，メトリックスペ
ース上の頂点で表された要求の列，それらの
要求に応えるために頂点から頂点へと移動
を行うサーバ，ある個数以下の要求を記憶す
ることができるソーティングバッファであ
る．要求に応えるためにサーバは頂点を訪れ
る必要があり，頂点 pから頂点 qに移動を行
ったときのコストを p と q の距離 d(p, q)で
あるとする．ソーティングバッファは要求列
の順序を入れ換えるために用いられる．ソー
ティングバッファ問題の目的は，要求列の一
部をソーティングバッファに記憶して要求
列の順序を入れ換えることにより，すべての
要求に応えるときのサーバの移動距離(コス
ト)を最小化することである．本研究では，
一様メトリックにおけるソーティングバッ
ファ問題が NP困難となることを示した． 
 
(10) 線分上での移動物体巡回問題： 本研
究では，次のような車両配送計画問題の一種
で あ る 移 動 物 体 回 収 問 題 (Pickup and 
Delivery for Moving Objects，PDMO 問題)
を考えた．問題の入力として， n個の移動荷
物および一度に荷物を 1個のみ回収可能なロ
ボット・アームが与えられる．移動荷物はあ
らかじめ決められた移動軌跡上を一定の速
さで移動する．ロボット・アームは原点を出
発し，1 個の荷物を掴み，それを原点へと回
収する．本問題の目的は，できるだけ多くの
移動荷物を決められた場所まで回収するよ
うな移動経路の集合を求めることである．本
研究では次の結果を得た．(i) すべての荷物
が少なくとも 1 度折れ曲がるような折線上
を移動する場合には，PDMO 問題は MAXSNP 困
難であり，(ii)  PDMO問題に対する 2近似ア
ルゴリズムが存在する．しかし，(iii) すべ
ての荷物がそれぞれ直線上を移動する場合
に は，PDMO 問題に対する多項式時間アルゴ

リズムが存在する． 
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