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研究成果の概要（和文）：研究代表者の上  正明は３，４次元多様体，特に境界付き４次元多様

体を念頭に研究を行った．これらの研究の有力手段である２大理論，Seiberg-Witten理論と 
Heegaard Floer ホモロジー理論から派生する３次元多様体の２つの不変量，前者における
Fukumoto-Furuta の不変量，後者における補正項不変量と呼ばれるものが球面多様体と呼ば
れる３次元多様体の上では一致し，さらにエータ不変量と呼ばれる既知の不変量によって表さ

れることを示した．またこのタイプの３次元多様体を境界とする４次元多様体の構造が

Fukumoto-Furutaの不変量によってある制約をうけることを具体的に示した． 
 
研究成果の概要（英文）：Masaaki Ue, the representative of this research has studied 3  
and 4-manifolds, in particular 4-manifolds with boundary. We show that the two invariants  
for 3-manifolds, which are called Fukumoto-Furuta invariant and the correction term,  
coincide in case of spherical 3-manifolds. These invariants are derived from the two 
important theories for this area of research, Seiberg-Witten theory and Heegaard Floer 
homology theory. Moreover we show that these invariants are represented by the 
previously known eta invariants. We also give explicit constraints for the structures of 
4-manifolds bounded by 3-manifolds of this type in terms of the Fukumoto-Furuta 
invariant.  
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１．研究開始当初の背景 
3,4次元多様体の研究に関して Seiberg- 
Witten理論や Heegaard Floerホモロジー 
理論が発展し,結び目，３次元多様体，４次元
多様体の研究に多大な成果をもたらした． 
この両者がもたらす４次元多様体の不変量，

前者における Seiberg-Witten 不変量と後者
における Ozsvath-Szabo の不変量は同値で
あると予想され，それらに関連する３次元多
様体の Floerホモロジーのレベルではそれを
裏付ける結果が得られつつある．しかし 
４次元多様体のエキゾチックな微分構造の 
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解明には依然前者が用いられ，後者の不変量
を具体的に扱った例は少ない．また Seiberg- 
Witten理論における有限近似理論，そこから 
派生する３次元多様体の不変量の理論は 
Heegaard Floerホモロジーの側に完全に 
対応するものが未だ存在せず，２つの理論の 
関係の完全な解明，およびその３，４次元 
多様体への具体的適用に関してはなお解明
すべき課題が多い．研究代表者は前者から派
生した理論を３次元多様体を境界とする４
次元多様体の構造解明に適用してきた．これ
をより発展させ後者の理論との関連をさぐ
ることが課題であった． 
 
２．研究の目的 
 
ゲージ理論の低次元多様体研究への導入以
降，Seiberg-Witten理論，Heegaard Floer  
ホモロジー理論の登場により３次元多様体，
境界のない４次元多様体の構造解明は飛躍
的に進展した．これらの理論からもたらされ
る不変量は３，４次元多様体の構造の解明， 
特に４次元多様体の微分同相類の違いを明
らかにする有力でしばしば知られる限り唯
一の方法を提供する．しかし多様体が複雑に 
なるほどその決定は困難となるため，多様体
を３次元多様体で切り分けて境界付き多様
体の和とみなし，それらの貼り合わせに関す
る不変量の公式を追求することが重要とな
っている．しかし境界をもつ４次元多様体の
構造は境界の３次元多様体の特性がからむ
ため複雑でその具体的な解明はまだ十分と
はいいがたい．一方では上述の理論は，逆に
３次元多様体の不変量でそれらの多様体を 
境界とする４次元多様体の情報を与えるよ
うなものを理論的に提供している． 
そこで上記の理論を適用することにより与
えられた３次元多様体を境界とする４次元
多様体の構造にいかなる制約があるか，具体
的には交叉形式にどのような制約条件が課
せられるか，これと関連して３次元多様体が
結び目の手術で表されるための条件を上記
の理論から派生する不変量で解明すること，
またこれらの不変量と既知の不変量との相
互関連を明らかにすることが研究の目的で
あった．このような境界付き４次元多様体の
構造の研究をある程度具体例に則して行う
ことにより，境界のない４次元多様体に関し
て提出されている上にあげた２つの理論の
関係に関する予想を境界付き多様体の場合
に精密化する手がかりを見いだし，また４次
元多様体におけるエキゾチックな微分構造 
（同相だが微分同相でない多様体の構造）の 
より組織的な理解をめざすのが次のステッ
プである． 
 
 

 
３．研究の方法 
 
３次元多様体の不変量のうち，これを境界と
する４次元多様体の情報と関連して定義さ
れるものに Seiberg-Witten 理論から派生し
た Fukumoto-Furuta の不変量，Heegaard  
Floer ホモロジー理論から派生した Ozs- 
vath-Szabo の補正項不変量などがある．研究
代表者は与えられた３次元多様体がザイフ
ェルトファイバー空間（閉曲線をファイバー
とする一種の特異ファイバー空間）である有
理ホモロジー３球面（３次元球面と有理ホモ
ロジーが同型な３次元多様体）において前者
の不変量がホモロジー同境不変であること
を示したが，これをより一般の多様体の 
場合に拡張することが課題であった．一方で
後者の不変量もホモロジー同境不変である
ことが知られているが両者は一般には一致
せずその相互関係をさぐることも大きな課
題である．そこでこれらの不変量と既知の 
不変量，たとえばエータ不変量などとの関連
を追及することでその解明をめざした． 
 
この課題の追求のためには３次元多様体の 
具体的構造，背景にある理論の解析的側面， 
既知の不変量のもつ数論的性質などを複合
的に探る必要があり，これを３次元多様体 
（藤井），大域的幾何学（加藤毅），力学系 
（宇敷），数論（加藤信一）の専門家である 
分担者の知見をあおぎながら遂行すること
をめざした． 
 
４．研究成果 
 
研究代表者の上は 3,4 次元多様体のトポロジ
ー，特に与えられた３次元多様体を境界とす
る４次元多様体のトポロジーの研究を行っ
た．特にSeiberg-Witten理論由来のFUkumoto 
Furuta の不変量と Heegaard Floer ホモロジ
ー由来の Ozsvath-Szabo の補正項不変量が 
３次元球面多様体に対して一致することを 
見いだし論文にまとめた．またその過程でこ
の場合これらの不変量が既知のエータ不変
量と一致することも明らかにした．これらの 
ことを明らかにするために，まず Fukumoto- 
Furuta 不変量に関しては研究代表者らが 
以前に得ていた不変量に関わる数論的特徴
付けを利用した．それを導くには３次元多様
体を境界とする４次元軌道体（特異点をもつ
多様体）のディラック作用素の指数に関する 
Fukumoto-Furuta の不等式の考察が重要であ
った．一方これをエータ不変量と結びつける
ために Seiberg-Witten 方程式のなすモジュ
ライ空間に関する解析的考察およびその 
次元公式を与える Atiyah-Patodi-Singer の
指数定理を用いた考察が必要である．これを 



Ozsvath-Szabo による補正項不変量の数論的
性質と比較し，帰納的に不変量の一致を 
導くことができることを示した． 
 
さらに研究代表者は特別な形の鉛管多様体
と呼ばれる４次元多様体の境界となる３次
元多様体の場合にも２つの不変量が一致す
ることを見いだし結果をプレプリントにま
とめた．こちらは鉛管多様体に関するより組
み合わせ的考察と我々が以前得ていたこれ
らの多様体を境界とする３次元多様体の
Fukumoto-Furuta 不変量の考察，特にこれが 
Neumann-Siebenmann 不変量と呼ばれる組み
合わせ的不変量と一致するという事実と， 
Nemethi によって得られた同種の３次元多様
体の補正項不変量に関する公式を比較考察
することによって得られたものである． 
これと独立に Stipsitz が有理特異点のリン
クとなる３次元多様体の場合に同様の結果
を別の方法で示した．研究代表者の結果はよ
り直接的であり，他の不変量との関係を明ら
かにする副産物がある点に特徴がある． 
この二つの不変量はともにホモロジー同境
不変という共通の性質をもつが，一般には一
致せず，その違いがどこから生まれるかの解
明は今後の重要な課題である．またザイフェ
ルトファイバー空間である有理ホモロジー
３球面を境界とする４次元多様体の交叉形
式に対する Fukumoto-Furuta 不変量（この場
合は前述の組み合わせ的に定義される不変
量と一致する）を用いた制約条件を求めた．
補正項不変量を用いた Ozsvath-Szabo による
別の制約条件が知られているが両者は同じ
ではなく，ある場合には研究代表者の結果が
潜在的により強い結果を与えている可能性
もある．両者の真の関係の解明は今後の課題
である． 
またこれらの研究はホモロジー３球面に対
して定義される Rochlin 不変量という 2を法
とした値の不変量が整数値の不変量にホモ
ロジー同境不変性を保って持ち上がるか，と
いう未解決問題（これはさらには５次元以上
の位相多様体が単体分割をもつかというよ
り大きな未解決問題に結びつく）にアプロー
チするための１つの有力な手段となりうる． 
また３次元球面多様体の場合に上述の不変
量が符号数作用素とディラック作用素のエ
ータ不変量の組み合わせで表されることを
明らかにしたことにより，符号数作用素のエ
ータ不変量の既知の公式から逆にディラッ
ク作用素のエータ不変量が標準的計量に関
して組み合わせ的に求まることを明らかに
した．この不変量は一般には計量に依存して
値が変わる解析的な量であって求めること
は容易ではない．この結果をより一般化する
ことができればこの不変量が組み合わせ的
に求まる範囲が広がり，多くの応用が期待で

きるであろう． 
 
研究分担者の藤井道彦は研究協力者の佐藤
隆夫との共同研究で，アルティン群の元が測
地的元になるための必要条件を与え，また 
ピュアアルティン群の場合その元が測地的
元になるための必要十分条件を与えた．さら
に後者の場合測地的オートマティック構造
を具体的に構成し，その増大函数の有理関数
表示を与えることに成功した． 
 
 
研究分担者の加藤毅は４次元多様体の中の
Casson ハンドル（２ハンドルと同相だが一般
には微分同相でない）のエンドに関するゲー
ジ理論的考察を行いそれらの多様体のエキ
ゾチック微分構造を研究した．またある種の
力学系の解析的観点からの研究を行った． 
 
５．主な発表論文等 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