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研究成果の概要（和文）：本研究では，曲がった空間上の解析学の手法を構築することを目的と

する．主な成果を 2 つ述べる. 1 つは，ある種の複素相関数をもつフーリエ積分作用素の像とし

て特徴付けられる関数空間上の Berezin-Toeplitz 作用素の既知の事実を大幅に改善したこと

である．もう 1 つは，リーマン多様体から概エルミート多様体へのシュレーディンガー写像流

の初期値問題を研究して従来の像空間のケーラー性の仮定の意味を解明し，誘導束の断面に作

用する擬微分作用素論を構築して，この仮定がなくても初期値問題を解く方法を構築したこと

である． 
 
研究成果の概要（英文）：The purpose of this project is to present sophisticated methods of analysis 
on curved spaces. Two of our main results are the following. First, we significantly improved the 
known facts on Berezin-Toeplitz operators acting on the image of a certain Fourier integral 
operators with a complex phase. Secondly, we studied the initial value problem for the Schrödinger 
map flow of a Riemannian manifold to an almost Kähler manifold. We clarified the meaning of the 
assumption of the Kähler property of the target space in all the preceding results, and succeeded in 
dropping this assumption by introducing pseudodifferential calculus on induced bundle associated 
with a map between Riemannian manifolds. 
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１．研究開始当初の背景 
本研究は以下の事実を出発点としている． 
(1) ユークリッド空間上の Bargmann 変換

とよばれるフーリエ積分作用素と擬微分
作用素を用いた超局所解析の大域的手法
が強力な道具になりつつあった． 
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(2) (1)は相空間から同じ実次元の複素ユー
クリッド空間への正準変換に付随したフ
ーリエ積分作用素による（超）関数の変
換により，変換前の擬微分作用素と変換
後の擬微分作用素の間に Egorov 型の
ある種の対称性が成立すること，および，
変換後の I-ラグランジュ部分多様体上の 
Weyl 量子化が複素ユークリッド空間上
の Berezin-Toeplitz 量子化と等価であ
ることが本質的である．Berezin-Toeplitz 
量子化それ自身も関数解析学の基本的な
研究対象であるが，(1)で用いられている
高度な手法が全く取り入れられておらず，
大いに改善の余地があった． 

(3) リーマン対称空間上では Helgason の
フーリエ変換の理論が整備されており，
Bargmann 変換の対応物が近年盛んに
研究されていた．一方，擬微分作用素論
については，最も基本的な双曲平面上で
すら整備されていない．そこで，整備さ
れていないものを整備して，これらをま
とめて利用することにより，リーマン対
称空間上の超局所解析の利用しやすい大
域的手法が構築できる可能性が大いに感
じられた． 

(4) 閉リーマン多様体上のシュレーディンガ
ー型発展方程式の初期値問題の適切性を
特徴づける研究は何とか解決できそうに
見えるが，現実には筆者の平坦トーラス
上の結果 (2002) 以後全く進展がなかっ
たが，筆者の方法は対称空間ならば発展
させられる余地があるように思われた． 

(5) シュレーディンガー写像流の初期値問題
の研究は，値域と定義域の両方を本格的
な多様体とした研究が存在せず，先行研
究で仮定されている値域のケーラー性の
意味が不明で，偏微分作用素の視点でよ
く理解すべきであった． 

 
 
２．研究の目的 
研究開始当初の背景から，従来の解析学の比
較的高度な技術と微分幾何学とを積極的に
用いた解析学の研究を行うという目的が誕
生した．より具体的な目的は以下の通りであ
る． 
(1) ユークリッド空間の場合に習って，比較

的扱いやすい曲がった空間であるリーマ
ン対称空間上などで，Helgason のフー
リエ変換を基盤にした擬微分作用素論を
構築し，一方で盛んに研究されている 
Bargmann 変 換 の 対 応 物 で あ る 
Segal-Bargmann 変換の基礎研究を取
り入れて，超局所解析の大域的手法を構
築することを目指す． 

(2) コンパクトなリーマン対称空間上でシュ
レーディンガー型発展方程式の初期値問

題の適切性を考察する．特に筆者の平坦
トーラスにおける手法を，群を操作する
という視点で見直しを図り，適切性を特
徴づけることを目指す． 

(3) リーマン多様体から概エルミート多様体
へのシュレーディンガー写像流に代表さ
れる分散型とよばれる偏微分方程式系に
したがう多様体の間の写像流の初期値問
題を考察する．線型偏微分作用素の理論
と微分幾何学とを徹底的に用いて，方程
式系の構造をよく理解し，初期値問題の
解法に関して本来あるべき事実を解明す
る． 

 
 
３．研究の方法 
本研究は，研究代表者とその研究室所属の大
学院生による研究活動の主要部分である．研
究の進め方を箇条書きにする． 
(1) 基本的には，線型偏微分方程式の理論や

それを扱うための擬微分作用素やフーリ
エ積分作用素の理論を基盤とした解析学
の研究であるが，調和写像熱流の幾何解
析などに用いられる微分幾何学の手法や，
Helgason のリーマン対称空間上のフー
リエ変換の理論を用いて研究活動を行っ
た．技術的に足りない部分はその都度，
個人的な勉強かあるいは研究協力者や周
辺の興味を持つ大学教員らとの輪読によ
り補強した． 

(2) 通常の偏微分方程式を扱う研究において
は，線型偏微分作用素の理論の視点で偏
微分作用素としての構造を捉えるように
した．一方，無限次元空間値の常微分方
程式という視点やあるいは可積分系理論
の視点から時間大域的挙動を捉えようと
した．しかし，可積分系理論は集中講義
での耳学問レベルの知識しかなく補強す
る余裕がなくて実行できなかった．これ
は今後の課題である． 

(3) 多様体の間の写像の研究では，対象を局
所座標系を用いて局所的には通常の微分
方程式系として捉えることにより，線型
偏微分作用素の理論の視点から構造を理
解することが基本的ではある．しかし，
それでは不十分であり，微分幾何学に現
れる諸概念と線型偏微分作用素の理論と
の対応を徹底的に解明するように努めた． 

(4) Berezin-Toeplitz 量子化などの関数解析
の研究では，素朴な作用素論で培われて
きた従来の手法と，超局所解析で培われ
てきた手法のそれぞれの長所と短所を十
分に比較し十分に整理した上で研究を進
めた．特に問題を捉える基盤となる研究
分野が異なると，一方の分野での常識は
必ずしもベストな手法や見方でないこと
も少なくなかった． 



４．研究成果 
(1) 相空間から同じ実次元の複素ユークリッ

ド 空 間 へ の 正 準 変 換 に 付 随 し た 
Bargmann 変換とよばれるある種の複素
相関数をもつフーリエ積分作用素の像と
して特徴付けられる関数空間上の 
Berezin-Toeplitz 作用素の有界性や変形
量子化の評価について，ある種の I-ラグ
ランジュ部分多様体上の Weyl 量子化や
もとの相空間上の Weyl 量子化との関係
を積極的に利用して考察し，従来の結果
を大幅に改善した（雑誌論文 [3]）． 

(2) 閉リーマン多様体からコンパクトな概エ
ルミート多様体へのシュレーディンガー
写像流の初期値問題の解法を考察した．
まず，すべての先行研究で仮定されてい
た値域のケーラー性の意味を線型偏微分
作用素の理論の視点で考察し，ケーラー
性は複素数値のシュレーディンガー型発
展方程式で知られた低階項のポテンシャ
ル条件であることがわかった．この条件
は複素数値の単独方程式の初期値問題が
一意可解であるための必要十分条件であ
ろうと予想されている条件（平坦トーラ
スでは実際にそのようになっている）に
対応する．しかし，多様体の間の写像は
微分方程式系なので，さらに適切性のた
めの見かけ上の弱い障害を許すと思われ
る．そこで，誘導束の断面に作用する擬
微分作用素を導入して必要な程度には実
用化して用いることにより，線型偏微分
作用素の方法が有効に働いて，ケーラー
性を仮定しなくても初期値問題が短時間
階を持つことを証明した．これは，投稿
中であり，レフェリーの助言にしたがっ
て序文を大幅に加筆後に再提出する． 

(3) 研究協力者 小野寺栄治氏と共同で，渦糸
運動に関連したコンパクトな概エルミー
ト多様体上の閉曲線運動を記述する 3 階
分散型写像流の初期値問題を考察した．
定義域がコンパクトなので，解の平滑化
効果は期待できないが，ケーラー性を仮
定しないことによる概複素構造の共変微
分による障害は，(2) で開発した誘導束の
断面に作用する擬微分作用素を用いて解
消することができて，初期値問題が一意
可解であることを証明した（雑誌論文[4]）． 

(4) 階数が真に 1 より大きい定数係数楕円型
フーリエ掛け算作用素のレゾルベント評
価を考察し，それを主部にもち低階項の
ない分散型擬微分方程式の解の時間変数
について大域的で空間変数について重み
つき（ある意味で局所的）な解の平滑化
評価を考察した．研究代表者の研究 
(2002) において主部は一般の実主要型で
あっても期待通りの平滑化評価が得られ
ることが証明されていたが，証明方法は

主表象のレベル集合のなす超曲面の性質
を丹念に細かく抽出する方法であり，一
部の関連する研究者からは難解であると
批判されていた．本研究では，楕円性に
より主表象のレベル集合が閉曲面になる
ことを十分に利用して，レベル集合への
フーリエ制限定理を構築するなどして，
研究代表者の既知の結果の一部に対して
極めて単純明快な証明を与えた．さらに，
少し異なる型のレゾルベント評価式も得
ることができた．これには低周波数帯の
ある種の評価を構築することによる．結
果として，従来のラプラス作用素に対す
る結果を，作用素の階数とレベル集合の
形状の 2 つの点で完全に一般化して最終
結果を得ることができた．特に平滑化評
価にはレベル集合のなす超曲面の曲率は
全く関係ないこともわかった（雑誌論文
[1]）． 

(5) 古典的エネルギー法では解くことのでき
ないユークリッド空間上の半線型シュレ
ーディンガー方程式の初期値問題の解は，
初期値がある意味で指数関数的に減衰す
るならば，解は空間変数と時間変数に関
して減衰に応じた指数の Gevrey 級関数
や実解析関数になることを証明した．こ
の有限階版は研究代表者が擬微分作用素
を用いた独自の手法で既に証明している 
(1999)．基本的には Gevrey 級あるいは解
析的になるかどうかわからない関数のす
べての導関数についてコーシーの評価式
のようなものを導出して証明することに
なる．そこで微分階数に関する数学的帰
納法が機能するようにすべく，いくつか
の巧みな数え上げを見出した. それらを
巧みに用いることにより，大規模系に対
する擬微分作用素による解の変換によっ
てエネルギー法が機能して，微分階数に
よらないある種の一様評価を得ることが
できて，目的が達成される（雑誌論文[2]）． 
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