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研究成果の概要（和文）：一般のノルム空間をヒルベルト空間上の作用素のなす空間（作用素空

間）へ埋め込めるが、ノルム空間が順序を有する場合、順序とノルムの両方を保存して埋め込

むことは、一般には成功していない。そこで正値性を保存するために、埋め込みと可換な作用

素の研究が必要となった。本研究では、特に埋め込みと可換（テンソルの形）なテープリッツ

作用素のなすテープリッツ環の重層構造（アップワードルッキング位相）を解析し、極大イデ

アルの形を決定した。 
 
研究成果の概要（英文）：A normed space can be embedable into an operator space, which 
consists of operators on a Hilbert space.  However, if the normed space has an order, 
it has not been obtained the embedding with preserving both norm and order. Then it is 
needed to study operators commuting with the embedding in order to hold the positivity. 
In this study, we determine the form of the maximal ideals in Toeplitz algebras whose 
generators commute with the embedding as the tensor form, by analyzing the multi-structure 
of upward-looking topology for Toeplitz algebras. 
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１． 研究開始当初の背景 

 
1988 年 、 Z.J.Ruan : Subspaces of 

C∗-algebras, J.Funct.Anal. 76 によって導
入された作用素空間の概念は、作用素環論の
みならず、関数解析学全般にわたる新しい視
点を与えた。 

ここでいう作用素空間とは、(抽象的) 作
用素空間と(具体的) 作用素空間の２つの側
面をもつ。X を複素ベクトル空間とし、Mn(X) 
を X 上の n × n 行列全体のなすベクトル空
間とする。また、ヒルベルト空間 H 上の有界
線形作用素のなす空間を B(H) 、Mn(B(H)) に
おけるノルム∥ ∥n を B(H ⊕ · · · ⊕ H ) の
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作用素ノルムとする。 
(抽象的) 作用素空間 X とは、任意の n ∈ 

N に対し、２つの条件（直和に関し最大ノル
ムがそのノルムになること及びスカラー行
列との積に自然なノルム不等式を持つこと）
を満たす Mn(X) 上のノルム On(·) を有する
複素ベクトル空間である。B(H) の部分空間 Y 
（これを具体的作用素空間と呼ぶ）は、Mn(Y ) 
⊂ B(H ⊕ · · · ⊕ H) であるから、明らかに
Ruan の公理を満たす。 Ruan は、次を示し
た。 

 
定理(Ruan, 1988) X が作用素空間ならば、
(X,On) から(B(H), ∥ ∥n) の中への完全 
有界線形写像Φ で完全等距離なもの 
∥[Φ(xij )]∥n = On([xij ]), [xij ] ∈ 
Mn(X), ∀n ∈ N 
が存在する。（Φ を埋め込みと呼ぶ。) 
 
ここで、Φ が完全有界とは、∥Φ∥cb := 
sup{∥[Φ(xij )]∥n ∈ N | On([xij ]) ≤ 1, 
∀n} < ∞ のときを言う。 
 

上記のような Mn(X) 上の行列の重層構造
から定義されるノルムを用いて B(H) への X 
の特徴を保存した埋め込み、特に、順序を有
するノルム空間の順序を保存した B(H) への
埋め込みに関しては、その存在の有無が問題
となってきた。 

任意のノルム空間 X に対して、X を作用素
空間とする多様なノルムの列の存在（言い 
換えるといろいろな B(H) への埋め込み) は
得られている。しかしながら、X が順序を 
もつ作用素空間（例えば C∗− 環やその双対空
間）の場合、Ruan の構成法では、ノルムを
完全等距離の意味で保存しても、順序構造は
保存しない。実際、＊ (Involution) すら保
存しない。 

これに対し、私と渚（千葉大）は、論文 
Numerical radius on operator spaces, 
J.London Math.Soc.(2006) の中で、数域半
径作用素空間を導入し、その後、＊を保存す
る埋め込みの構成に成功した。 目標とする
研究課題は、上記論文に続いて得られた＊付
きのノルム空間の埋め込みをさらに発展さ
せ、順序付きのノルム空間を数域半径作用 
素空間の自己共役な部分空間として表現す
ることである。 
 ここで、数域半径作用素空間 X とは、任意
の n ∈ N に対し、Ruan の条件に類似の 2条
件（スカラー行列との積に関する不等式では
Ruan の条件を緩めた）を満たす Mn(X) 上の
ノルム Wn(·) を有する複素ベクトル空間で
ある。 
 

w(·) を B(H) 上の数域半径 w(x) = sup{|(x
ξ|ξ)| | ∥ξ∥ = 1, ξ ∈ H}、wn(·) を

B(H ⊕ · · · ⊕ H) の数域半径とする。この
とき、次が成立する。 
 
定理(Itoh, Nagisa 2006) 
1) X が数域半径作用素空間ならば、(X,Wn) 
から(B(H),wn) の中への完全有界写像Ψ で
完全等距離なもの 
wn([Ψ(xij)]) = Wn([xij ]) [xij ] ∈ Mn(X), 
∀n ∈ N 
が存在する。 
2) X が作用素空間ならば、非可算無限個の
異なる数域半径作用素空間への埋め込みを
持つ。 
 
つまり、作用素空間の背後にある多様な数

域半径作用素空間の存在を示したことにな
る。 
 
以上の研究を受けて、順序を保存する埋め

込みの研究が期待されて来た。 
 
２．研究の目的 
 
B(H) における行列の重層構造を用いた２

つの重要な概念として完全正値性と完全有
界性（完全等距離）がある。 
７０年代 Choi と Effros は、順序構造を

持ったノルム空間が B(H) の中に順序を保っ
たまま埋め込む概念として行列作用素シス
テムを導入した。しかしこの場合、順序構造
は保存するがノルムに関する情報は得られ
ない（無いといってもよい）。 
一方、８０年代末 Blecher-Paulsen によっ

て[ノルム空間と有界線形作用素] のカテゴ 
リーを[作用素空間と完全有界線形写像] の
部分カテゴリーと見なす２つのファンクタ
ーMinn(最小作用素空間ノルム）と Maxn(最大
作用素空間ノルム） の存在が示された。 
 
例えば、m 次元 ℓ1 空間[ℓ1m と表記する] 

の Minn と Maxn を用いた作用素空間への埋
め込みは、それぞれ ℓ1m = {(α1, . . . , α
m) | αi ∈ C} に対し、１次元トーラス S1 
の m 個の直積空間上の連続関数環を C(S1 × 
· · · × S1)、zi を S1 × · · · × S1 上
の座標関数、m 個の生成元{gi} をもつ自由
群 Fm から生成される C∗-環を C∗(Fm)、{Ui} 
を C∗(Fm) のユニタリー生成元とすると 
ℓ1m∋ (α1, . . . , αm) −→ α1z1 + · · 
· + αmzm ∈ C(S1 × · · · × S1) 
ℓ1m∋ (α1, . . . , αm) −→ α1U1 + · · 
· + αmUm ∈ C∗(Fm) 
といった作用素空間として全く異なる（完全
等距離でない）埋め込みを得る。 
 
そこでまず初めの目標として、有限次元可

換 C∗-環 ℓ∞m の双対空間 ℓ1m の具体的な表



 

 

現（完全正値かつ完全等距離）を構成するこ
とを挙げた。 ℓ1m は作用素空間としての表
現で上記のように C(S1 × · · · × S1) や
C∗(Fm) に埋め込まれる。しかし完全等距離
のみで完全正値ではない。正値性を考察する
上で新しい視点が必要となろうが、行列作用
素システムと作用素空間で互いに扱うこと
ができなかった性質（行列作用素システムで
は、完全有界性。 作用素空間では、完全正
値性）を再考する必要がある。Choi, Effros 
の視点に立ち返り、具体的な作用素を用いた
表現にアプローチすることが必要となる。そ
して行列作用素システムと作用素空間を統
合した表現を構成することを図る。この方策
は、Pisier によって提出された作用素空間
的ヒルベルト空間 OH の埋め込み問題にも直
接、接近する視点である。 

 
作用素環やその双対空間（その他諸々の付

随する空間）は、順序構造を持つ一方、その 
埋め込みは、＊ や順序構造を保存してない。
この事実は、長年の不満であり、表現定理と 
しては、不十分に感じる点であった。私は、
作用素空間（順序構造が壊れている）と行列
作用素システム（ノルムがよくない）の構造
を統合することを一連の研究のゴールと設
定した。 
 

少なくとも数域半径作用素空間として最
大数域半径ノルム Wmax を用いると、＊を保
存する表現定理になっており、この最大数域
作用素空間（Wmax を導入した作用素空間）
がその候補として上げられる。 

 
次に ℓ2m の B(H) への埋め込みを考察する

ことが重要となる。目標とする埋め込みは順
序を保存するものであるから作用素空間的
ヒルベルト空間 Oℓ2m が考察の対象になった。 

 
当初の研究テーマを達成するため、具体的

なノルム空間における完全等距離かつ完全
正値な表現を構成し、その一般化を目指すこ
ととした。そして最終的に、順序を有するノ
ルム空間の完全等距離かつ完全正値な B(H) 
への埋め込みの構築を目的とした。 

 
３．研究の方法 

 
順序を有するノルム空間の順序を保存し

た B(H) への埋め込みを得られれば目標を達
成できるわけであるが、この研究の鍵の１つ
は、行列の重層構造をもった双対空間 Mn(A∗) 
に適切な duality を導入することにある。こ
れまで、Mn(A∗) ∋ [fij ] には少なくとも
次の４通りの方法が考察されてきている。 
 

(1) Mn(A∗) = Mn(A)∗ [Lance, 1976] 

 
(2) 行 列 の 積 を 用 い た 方 法

[Christensen-Sinclair 1987] 
 
(3) Trace を 用 い た 方 法 [Itoh 1988],    

[cf. Haagerup-Itoh 1995] 
 
(4) ク ロ ネ ッ カ ー 積 を 用 い た 方 法 

[Effros-Ruan ], [Blecher-Paulsen 
1991] 
 

これ以外に、行列作用素システムとしての
Mn(A∗) の順序構造を変えずに、新たなノル
ムを導入する方法がある。実際、Schur 積を
用いた順序が(1) (3) (4) のそれと同じ順序
構造であることを確認している。完全有界線
形写像の意味が異なってくるが、この写像の
クラスは全く未開の部分でもあるので、新た
な埋め込みを得ることも含め、方針の１つと
して試みた。 
 
また具体的な空間 Oℓ2m に関し、2007 年 6 

月末 C.I.R.M. での Haagerup-Musat による
Effros-Ruan 予想(1988 年）の解決の報告の
中で次の不等式が提出された。 
 

T : B(H) −→ Oℓ2 が∥T∥cb ≤ 1 ⇐⇒ ∥T(x)
∥2 ≤ p(xx∗)1/2 p(x∗x)1/2 
となる状態 p が存在する。 
 
この不等式は、Itoh-Nagisa により導入さ
れた C∗− 環 A のテンソル積 A ⊗ A 上の数域
半径 Haagerup ノルム∥ ∥wh と強い関連を
もつ。実際 A ⊗wh A の双対空間を特徴づける
不等式として、次の同値性を得た。 
 
(A⊗wh A)∗ ∋ T が∥T∥wh ≤ 1 ⇐⇒ |T(x, y)| 
≤ p(xx∗)1/2 p(y∗y)1/2 となる状態 p が存在
する。 
 
作用素空間と数域半径作用素空間の違い

も dual の言葉で表現すれば、有界性をコン
トロールする状態が数域半径作用素空間で
は１つ（作用素空間では２つ必要）で制御で
きる点があげられる。背景に Khinchine の不
等式が見え隠れするのだが、まだ模糊とした
部分も多くこのテンソル積の dual の視点か
ら調べなくてはならない。 ℓ2m の具体的な
数域半径作用素空間への表現の構成を実現
を試みた。 
 
さらに上記研究方向に関連して、Adji, 

Raeburn によって導入された全順序可換群
に付随したテープリッツ環のイデアル構造
の考察が新たに必要になってきた。実際、完
全有界写像としての表現を重層構造の中で
とらえると環としての表現と可換な作用素



 

 

が現れ、とくに数域半径作用素空間の典型例
を作る場合に、ユニタリーでない等距離作用
素とのテンソル表現が重要であることがわ
かったからである。 

Adji, Raeburn によるアップワードルッキ
ング位相が、テンソル積を作った時のノルム
の評価に影響を与えることから、その位相を
新たな観点から見直し、テープリッツ環のイ
デアル構造、特に極大イデアルの記述を試み
た。 

 
４．研究成果 
 

順序を有するノルム空間の完全等距離か
つ完全正値な B(H) への埋め込みに関しては、
部分的な結果のみで最終形には至っていな
いが、埋め込みと可換となるテープリッツ作
用素に関しては、まとまった次の研究成果が
得られた。 
 

Ｇを全順序可換離散群とする。Ｇの順序イ
デアルに対し、包含関係で順序を導入したも
のをΣ(G) とする。Σ(G)の元（順序イデア
ル）の双対全体を X(G) とする。 

X(G) とテープリッツ環 T(G) の原始イデ
アル空間 Prim(T(G)) の間には一対一対応
がある。 Prim(T(G)) 上の hull-kernel 位
相をこの対応で引き戻したものがアップワ
ードルッキング位相である。 
 この位相は、Adji-Raeburn によって導入
されたが、その極限は、扱いにくいものであ
った。 
  

そこでまず、 
１) X(G) 上のアップワードルッキング位相 
の開基の形を決定した。 

次に、通常の各点収束位相と比較し、 
２）各点収束位相とアップワードルッキング
位相の差異を示した。 

一方、双対の一部ではなく全体をみると差
異は現れず、 
３）G の双対群上の各点収束位相と双対アッ
プワードルッキング位相が一致することを
示した。 

そして、Prim(T(G)) の構造の解析と上記
位相の結果を用いることにより、 
４）Ｇを全順序可換離散群でΣ(G)が鎖にな
る場合、Prim(T(G)) の極大イデアルの形を
決定した。 
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