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研究成果の概要（和文）：ベクトル場の標準形理論にあらわれる形式変換の発散現象を

Diophantine 条件を用いることなく，解析的に扱う方法をしめした．方法は，漸近解析の考え

方に沿い，ボレル総和法を拡張して発散級数を適当な部分領域で意味づけて行った．さらに，

解析的非可積分性と滑らかな可積分性が同時におこるようなハミルトン系で，発散する第一積

分をボレル総和法の観点から意味づけた． 
 
研究成果の概要（英文）：We showed analytical methods without the Diophantine condition 
in treating divergence of formal transformations in the normal form theory of a vector 
field. Our methods, based on asymptotic analysis, extend the so-called Borel-Laplace 
method, and give a real meaning to a divergent series in certain subdomain. Moreover, 
we give a meaning, by a Borel resummation method, to divergent first integrals of 
Hamiltonian systems , for which analytic non-integrability and smooth integrability occur 
similtaneously.  
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１．研究開始当初の背景 特異な微分方程式
あるいはベクトル場の変換方程式の形式解
を発散級数として構成し，それのある種の意
味づけを通して，真の解の構造をしらべると
いう考え方は，おそらくポアンカレまでさか
のぼる．その後，バーコフらによって，発展
させられてきたのであるが，常微分方程式，
力学系に関しては，本研究開始当時，Ramis, 
Shaefke, Balser らによる研究がすでに存在

した．これらを踏まえて，Stolovitch あるい
は Braaksma、Schaefke，三宅氏、大内氏らに
より、ボレル総和法を基本においた研究が開
始されていた。さらに，数理研の河合隆裕氏，
竹井義次氏，神戸大学の小池氏らによるボレ
ル総和法と完全漸近解析を用いたシュレデ
ィンガー方程式の研究もボレル総和法を基
礎において解析をするという点で，本研究と
深いつながりを持っていた．実際，特異摂動
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解の発散級数の扱いという問題意識は，本研
究の動機のひとつともなった．これらの流れ
を踏まえて，発散解を取り扱う新しい方法の
開発が本研究の主なテーマであった． 
 
２．研究の目的 本研究では、特異偏微分作
用素、主にベクトル場の標準形理論にあらわ
れる変換方程式系の小分母の問題を特異摂
動理論と完全漸近解析という立場から研究
することを目的とする．特に，Diophantine
条件を用いず，解析的に扱う方法の開発を目
的としている．このための研究の方針として，
多変数発散級数のボレル総和法および
resummation された解の解析接続の性質の研
究および小分母の問題への適用というグラ
ンドデザインのもとで，研究を進める．これ
らの考え方は，他の発散現象に対しても適用
可能であるが，ここでは，ハミルトン系の非
可積分性，Birkoff 標準形の発散を研究目的
とする．具体的には，下記の問題において，
上記の立場からの研究をおこなうこととし
た． 
(1) 小分母の問題の発散と非線形性 (2) 解析
的に、完全積分可能でないハミルトン系での
発散 (3) 自明でない Jordan block を線形部
分がもつベクトル場の標準形への形式変換
の発散 (4) 固有値が消えるベクトル場の標
準形への変換に現れる発散.(5) リーマン・ヒ
ルベルト分解ができない場合に起こる発散． 
これらの，テーマ以外にも関連したテーマは
適宜研究することにした．たとえば，超級数
の理論の展開，生態学で種の多様性の効果の
数学的検証を行うときの発散に，議論を応用
することを目的とした． 
 
３．研究の方法 平成 20 年度は、ボレル総

和法の多変数化、特に、パラメータを含んだ

場合を中心に研究し、理論の整備をした。平

成 21 年度以降は、小分母の問題への適用を

主に行ない、ベクトル場の標準形問題への応

用の観点からの研究を進めた。そのため、関

連分野の研究者との研究連絡，特に，ウルム

大学（ドイツ）の Balser 氏との共同研究を

おこない，ウルム大学（ドイツ）への研究訪

問も実施した。また，Balser 氏の主催する

Banach center（ポーランド）でのボレル総

和法の国際会議開催へも協力し，外国の研究

者との連携および研究を実施した，同時に、

完全漸近解析を研究している京都大学数理

研の竹井氏、河合氏のグループの開催する国

内および国際研究集会へ参加し，研究を実施

した．また，ボレル総和法に関する先行研究

のある名古屋大学の三宅氏および岡山理科

大学の日比野氏、その他、市延氏、白井氏と

の研究討論も広島大学等で実施した．また，

特異微分作用素の特異解の構成を研究して

いる田原氏（上智大）、山根氏（関西大）と

の研究連絡もおこない、多面的に研究をすす

めた。力学系の関係では、伊藤氏（金沢大）

との研究討論あるいは研究集会の共同開催

もおこなった。当該研究の成果を力学系の標

準形の研究にもどし、またそこで生じる新し

い問題を当該研究にフィードバックさせる

ため、Todor Gramchev 氏（カリアリ大・イタ

リア）と力学系の標準形理論での共同研究を

継続し、本研究に生かした。このため，カリ

アリ大学（イタリア）への研究連絡と共同研

究のための研究訪問を実施した．このような

少人数での研究と同時に、広島大学で関連す

る研究者および広く若手の研究者を集めた

研究集会を開催、情報交換を行い、当該研究

の実施に役立てた。（広島大学数理解析セミ

ナー，冬のセミナーなどを開催）．また，研

究分担者には，関連分野の情報を提供しても

らった．このような多面的な研究討論を通し、

本研究は研究代表者が中心になって、研究を

進めた。また、超幾何関数やモノドロミーの

研究との関連についても，研究をおこない，

その他，研究途中で出てきた生態学に関連し

た問題についても研究を実施した． 
 
４．研究成果 ベクトル場の標準形理論にあ
らわれる変換方程式系の小分母の問題を
Diophantine 条件を用いることなく，解析的
に扱う方法の確立という目的では，論文１
（番号は以下の発表論文の番号に対応する．
以下も同様）において，２変数の場合にその
ような方法を与えた．研究論文７も特異解の
枠組みでの同じテーマに対する回答といえ
る．また，論文７は，特異偏微分作用素の特
異解の構成に関する田原氏の研究結果の拡
張ともなっている． 
  自明でない Jordan block を線形部分が
もつようなベクトル場の標準形への形式変
換の発散の研究では，カリアリ大学（イタリ
ア）の Gramchev 氏と共同研究を行い，
Diopantine 現象によって起こる発散のメカ
ニズムの研究と発散がおこらない関数空間
の研究，またDiophantine条件を用いないで，
形式解に対応する真の解の存在が言える解
空間の設定について，論文 11 において研究
した．関連した力学系（写像）の場合の研究
は論文８で，実施された． 
  ボレル総和法の多変数化への拡張の研
究に関しては，論文２で偏微分方程式系への
応用を念頭において，モーメント総和法の基
礎理論を研究した．この考え方は論文３にお
いて，ハミルトン系の（非）完全積分可能性
の解析へボレル総和法を適用できるように
拡張されている．パラメータを含んだ場合の
特異摂動と漸近解析および発散現象につい



ては，論文４で総和法をとった解の解析接続
可能性と可解性の関係がしめされた．これは，
小分母の問題でおこる発散のうち，グルサー
問題について関係を明らかにした．リーマ
ン・ヒルベルト分解ができない場合に起こる
発散もグルサー問題では，実はこのような発
散であることもわかった． 
  解析的完全積分可能でないハミルトン
系で，形式的な第一積分を構成できることは
多いが，この場合の第一積分の発散の研究は，
論文 3,6,9 でおこなわれた．ここでは，第一
積分の発散（＝非解析性）の十分条件を与え
ており，また発散級数のボレル総和可能性す
なわち意味づけを議論している．これらの，
発散級数の意味づけの研究を実行する過程
で，当初の研究計画では予想されなかったが，
超級数の概念が重要であることがわかった．
実際，滑らかな解の構成は超級数の概念を用
いると漸近解析の立場から捉えることがで
きる．超級数のボレル総和可能性は，簡単な
場合に 3 で議論したが，詳細な研究は今後の
課題として，継続することにした．これは，
角領域での解の構成に対応し，解析的なクラ
スでは，解が存在しないが，滑らかな関数空
間で存在するという事実にも深く関連して
おり，新しい理論の可能性を示唆している． 
  これらの漸近解析の理論の応用として，
生態学への応用を研究した．実際，集団生態
学にあらわれる力学系において，種数が無限
に多くなるときは，種の多様性の観点から重
要であるが，このときに起こる発散現象につ
いては，論文 5 において研究された．種の多
様性がもたらす安定効果が，漸近解析を用い
て数学的にしめされた．この研究は，引き続
き集団遺伝学モデルを組み込んだ生態学モ
デルについても継続される予定である．また，
ウーハン大学（中国）のChen Hua氏, Liu Weian
氏，ウーハン科技大の Yang Yin 氏とも，関
連した生態学モデルの研究を実行した．これ
らは，今後も継続する予定である． 
  国際会議での講演は，以下の学会発表の
項目番号 2,3,5,8 が発表に対応する．特に，5
では，本研究テーマに関連した国際会議を京
都大学数理研で代表者として開催し，研究情
報の交換と共同研究に役立てた．また，広島
大学においては，年２回の研究集会を定期的
に計６回開催し，（広島大学数理解析セミナ
ー，冬のセミナーなどを開催），研究成果の
公表および研究情報の交換を広くおこなっ
た．これは，今後も継続する予定である． 
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