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研究成果の概要（和文）：半線形発展方程式の適切性の研究をリプシッツ作用素半群の生成定理

の研究を通して行った。従来の準縮小半群の生成定理を拡張し、この結果の応用として複素ギ

ンツブルグ－ランダウ方程式、半導体に関連した移流拡散方程式、２次元ナヴィエ－ストーク

ス方程式、強退化放物型方程式の適切性を示した。また、近似理論の研究も行い、従来の準縮

小半群に対する収束定理、近似可解性定理、チャーノフ型積公式をリプシッツ作用素半群の場

合に拡張した。 
 
研究成果の概要（英文）：We studied generation theorems of semigroups of Lipschitz 
operators and well-posedness for semilinear evolution equations. We extended the former 
results on the generation of quasi-contractive semigroups and applied the obtained results 
to show the well-posedness of the complex Ginzburg-Landau equation, drift-diffusion 
equations, 2-dimensional Navier-Stokes equation and strongly degenerate parabolic 
equations. We also obtained a convergence theorem, an approximation theorem and 
product formulas of Chernoff type for semigroups of Lipschitz operators.  
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１．研究開始当初の背景 
半線形発展方程式の解の存在を示す場合、方
程式を積分方程式に書き換えて、不動点定理
を用いて証明する方法が一般点に用いられ
ている。しかしながら、非線形の制約条件（境
界条件）や非線形項の冪が高い場合などは、
積分方程式には書き換えることは出来ず、積
分方程式によるアプローチは有効には働か

ない。実際、人口問題、細胞増殖問題などの
生物学に関連した半線形方程式には非線形
の制約条件を伴ったものが数多く現れる。こ
のような半線形方程式の適切性に関しては、
細胞増殖問題のように初期値について局所
リプシッツ評価をみたすものが現れること
が多い。このような問題の適切性を解明する
ためには、一般論である非線形半群論を整備
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することが重要であると思われる。このため
に、研究分担者の小林、連携研究者の田中に
よって導入されたリプシッツ作用素半群の
理論を制約条件を伴った問題へも適用でき
るように拡張することにより、制約条件を伴
った半線形発展方程式の適切性を解明する
ことを目指した。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、制約条件を伴った半線形発
展方程式の適切性を解明であり、大きく分け
て以下の２つからなる。 
（１）生物学に関連した非線形境界条件を伴
った半線形発展方程式の適切性の研究： 
細胞増殖を記述する線形モデルであるレボ
ヴィッツ－ルビノーモデルのように、解のト
レースなどに依存した不連続な境界条件を
伴った方程式の場合には、解の初期値に対す
る依存性に関して、局所リプシッツ評価が成
り立つことを研究代表者は以前に示してお
り、従ってこうした問題を準縮小的な非線形
半群論によって取り扱うことは困難である。
このような問題も扱えるように非線形半群
の一般論を整備するため、線形作用素の定義
域で定義された不連続線形作用素(トレース
作用素など)を含む形の制約条件を伴った半
線形方程式の適切性の解明を目的としてい
る。 
（２）非線形境界条件を伴った非圧縮粘性流
体の方程式の適切性の研究： 
藤田は、2004 年に摩擦を考慮した非線形境
界条件を伴った非圧縮ナヴィエ－ストーク
ス方程式を考察し、ヒルベルト空間における
極大単調作用素の理論を用いて、強解を与え
る準縮小半群を構成している。バナッハ空間
あるいはより一般の非線形境界条件の下で
は、準縮小半群の理論は適用できない可能性
があるため、本研究ではリプシッツ作用素半
群の理論の改良を通して、この問題について
の適切性および正則性の研究を目的として
いる。 
 
３．研究の方法 
（１）リプシッツ作用素半群の生成理論の拡
張を行う。リプシッツ作用素半群理論は、通
常のノルムの代わりに「距離汎関数」につい
ての準消散性の議論を行うため、個々の問題
に応じた適切な汎関数を見つける必要があ
る。L２空間以外の空間ではあまり結果がなか
ったため、特に Lｐ 空間における有効なタイ
プの汎関数の型について調べる。具体例とし
て複素ギンツブルグ－ランダウ方程式や半
導体に関連した移流拡散方程式について考
察し、既存の結果を参考にしつつ準消散条件
を満たす汎関数の導出を行う。この汎関数に
対して、既に得ている生成理論の証明方法を
拡張することでリプシッツ作用素半群の生

成理論の拡張し、方程式の適切性の証明を行
う。また、非圧縮ナヴィエ－ストークス方程
式についてもリプシッツ作用素半群よる取
り扱いを試みる。 
（２）リプシッツ作用素半群に対する近似理
論の研究を行う。近似理論は、理論的のみな
らず解の数値シミュレーションを行う際の
信頼性の観点からも重要なものであると考
えられる。特に、積公式については半群の生
成理論を応用して証明を試みる。 
（３）共同研究者との研究打ち合わせに加え、
研究集会や学会に積極的に参加し、情報収集
を行った。 
 
４．研究成果 
得られた成果はつぎの通りである。 
（１）生成理論の研究 
① 論文 5 において、半線形放物型方程式に
応じるリプシッツ作用素半群の特徴付け定
理の拡張を行った。特徴付け定理は、解作用
素となるリプシッツ作用素半群が存在する
ための必要十分条件を与えるものである。こ
れにより、従来の生成理論では扱えなかった
偏微分方程式もリプシッツ作用素半群で扱
うことが可能となった。応用例として、半導
体素子のモデル方程式である移流拡散方程
式の適切性の別証明を与えた。 
 
② 論文 3 において、複素ギンツブルグ－ラ
ンダウ方程式の Lp適切性の研究を行った。従
来の研究では、初期値の滑らかさ、非線形項
のべきが 3 次、p が 2 以上で弱解、のいずれ
かの仮定が置かれていた。本研究では、リプ
シッツ作用素半群の生成定理を用いて、p に
ついての仮定を 1より大きい実数に緩和した
上で、Lp空間における複素ギンツブルグ－ラ
ンダウ方程式の強解の適切性を証明した。こ
れは、非線形項のべきが臨界指数の場合も含
むものである。 
 
③ 論文 4 において、非線形リプシッツ作用
素半群の生成定理を２次元ナヴィエ－スト
ークス方程式の弱解の一意存在に応用した。
準縮小半群論で用いられているベニランの
積分解に関連した新しい弱解を導入し、この
新しい弱解が従来の弱解になっていること
並びにリプシッツ作用素半群の生成定理を
用いて新しい弱解の一意存在を示した。弱解
の一意存在は既知の結果ではあるが、ここで
用いられた方法は、流体の研究において従来
用いられているものとは異なる新しい方法
であり、流体の研究にリプシッツ作用素半群
が有用なツールである可能性を示すもので
ある。 
 
④論文 2 において、多孔性媒質の方程式と保
存則の方程式を合わせたタイプの強退化放



物型方程式をノイマン境界条件の下で考察
した。BV エントロピー解と呼ばれる新しい弱
解の概念を導入し、非線形半群論を用いてこ
の弱解の一意存在を示した。 
 
（２）近似理論の研究 
① 論文 1 において、半線形放物型方程式に
対する近似理論の研究を行い、リプシッツ作
用素半群に対するチャーノフ型の積公式を
得た。この結果は、準縮小的な半群に対する
従来の積公式を、準縮小的でないリプシッツ
作用素半群に拡張したものである。この結果
の応用として複素ギンツブルグ－ランダウ
方程式の解が、線形部分の微分作用素が生成
する半群と非線形項が生成する半群の積の
極限として表されることを示した。これは、
線形項のみからなる偏微分方程式と、非線形
項のみからなる常微分方程式を交互に短時
間ずつ繰り返し解くことによって元の方程
式の解が得られるという部分ステップ法が
複素ギンツブルグ－ランダウ方程式に対し
て有効であることを意味し、数値シミュレー
ションの観点からも興味ある結果である。 
 
② 連携研究者の大春愼之助氏と研究代表者
は、積分化半群の非線形摂動に付随する発展
作用素の収束定理、近似可解性定理、チャー
ノフ型積公式の研究を行った。研究代表者ら
による特徴付け定理を用いることで、従来の
ものに比べ、かなり一般的な増大条件の下で
の収束定理、近似可解性定理の証明が得られ
た。歯のインプラントに関連した骨改造現象
を記述する数理モデルの適切性についても
示した。（論文準備中）この成果は、学会発
表 4 において講演した。 
 
③ チャーノフ型積公式を非線形リプシッツ
作用素半群の場合へと拡張した。近似作用素
が多価である場合も許容するという従来よ
りもかなり一般的な仮定の下で積公式を示
した。また、この積公式を 2次元ナヴィエ－
ストークス方程式の弱解の存在証明に応用
した。これは、ナヴィエ－ストークス方程式
の弱解の存在証明で用いられる射影法を非
線形半群の近似理論の立場から考察したも
のであり、リプシッツ作用素半群が流体の研
究にも有用なツールである可能性を示すも
のである。この成果は、学会発表 1 において
講演した。 
 
（３）今後の展望 
非線形境界条件である 無流れ境界条件を伴
った半導体の方程式の研究を進めている。非
線形境界条件を方程式に取り込むことによ
り、解析的半群の非線形摂動問題として定式
化できることが解った。但し、線形部分の作
用素が生成する解析的半群は時刻 0 での特

異性を持つものであり、既存の非線形半群論
は適用できない。このような特異性を持つ問
題に対しても適用できるようにリプシッツ
作用素半群の生成理論の拡張に取り組むこ
とで、非線形制約条件を持つ多くの半線型方
程式の適切性の証明を行うことが今後の目
標である。 
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