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研究成果の概要（和文）：周期的な点相互作用に従う 1次元ディラック作用素のスペクトルにつ

いて考察を行った。スペクトラルギャップの幅の漸近的性質と、作用素に含まれるパラメータ

の数論的性質を関連づける結果を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：In this research the one-dimensional Dirac operator with a periodic 
point interaction has been investigated. The main result gives a relationship between the 
asymptotic behavior of the length of the gaps and the Diophantine property of the 
parameters involved in the operator. 
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１．研究開始当初の背景 
 
周期的な点相互作用に従う量子力学的ハミ

ルトニアンは, １９１８年に R. Kronig と G. 

Penney により初めて導入された. 彼らは結

晶内の電子のハミルトニアンとして, ポテン

シャルがデルタ関数で与えられる次のシュ

レディンガー作用素を解析した： 

 
L0=-d2/dx2+Σk∈Zβδ(x-2πk),  β∈R-{0} 

 

こ の 作 用 素 は 今 日 で は Kronig-Penney 

Hamiltonian と呼ばれ, 殆どの固体物理学の

テキストで引用されている. 彼らによる打

要素の定義は数学的に厳密なものでは無か

ったが, その後 J. von Neumannや M. G. Krein

による対称作用素の自己共役拡張の理論を

用いた数学的に厳密な定式化が成され, ま

た多岐にわたり拡張された. １９８６年に F. 

Gesztesy, H. Holden, W. Kirsch は次のよう

な作用素を導入した: 

 

L1=-d2/dx2+Σk∈Zβδ′(x-2πk), 
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β∈R-{0} 

彼らは L1 の k 番目のスペクトラルギャップ

の幅が k→∞とするときに正の無限大に発散

することを示した. これらの作用素は基本領

域あたり１個の点相互作用を含む. これに対

し, 私は基本領域あたり２個の点相互作用を

含む次のような作用素について考察した： 

 
L2=-d2/dx2+Σk∈Z(β1δ′(x-κ-2πk) 

+β2δ′(x-2πk)) in L2( R ) 
 
L2 のスペクトラルギャップの幅の漸近的性

質と, パラメータκの数論的性質の関係を

得た（K. Yoshitomi: Spectral gaps of the 

Schrodinger operators with periodicδ′

-interactions and Diophantine 

approximations, Mathematical Proceedings 

of the Cambridge Philosophical Society 143 

(2007), 185-199）. 本研究で扱う作用素は

L2に相対論的効果を加えたものであ. 。 

 
２．研究の目的 
 
周期的な点相互作用に従う１次元ディラッ

ク作用素のスペクトラルギャップについて

考察する. κ∈（０，２π）とし, 

Z1={κ}+2πZ, Z2=2πZ, Z=Z1∪Z2 

とおく. σ1, σ3 をパウリ行列とする. β1, 

β2∈R-{0}, m≧0 に対し, (L2( R ))2上のデ

ィラック作用素 Hを次で定義する.  

(Hf)(x)=-iσ 1(df/dx)(x)+mσ 3f(x), 

 x∈R-Γ  

Dom(H)={(f1,f2)T;  f1∈H1(R), 

 f2∈H1(R-Γ ),  

f2(x+)-f2(x-)=-iβ kf1(x) on Zk for k=1,2} 

 
（ただし、(·,·)T は縦ベクトルを表す.）作用

素 H は自己共役であり, H のスペクトルσ

(H)は上にも下にも非有界である. また, 相

互作用の周期性により, σ(H)は互いに内点

を共有しない可算無限個の有界閉区間（バン

ド）の和集合で表される. 隣接するバンドの

間の開区間をギャップという. 各ギャップは

自然に添数付けられる. k∈Z に対し, σ(H)

の第 k ギャップを Gk とおき, その長さを  

| Gk |で表す. 本研究の目的は, k→∞または

k→-∞とするときの, | Gk |の漸近挙動を解

析することである.  
 
３．研究の方法 
 
研究の方法は情報収集と研究成果発表に大

別される. 以下, これらの詳細について述べ

る. 

 
(1) 情報収集 

 
当該研究に関連した国内外の単行本および

研究集会報告集を多数購入し, 情報収集を行

った. また, 多くの研究集会やセミナーに参

加し, 情報収集を行った. 

 
(2) 研究成果発表 

 
当該研究で得られた結果を国内外の研究集

会で発表し, 研究集会参加者と議論を行った. 

その際に得られた有益な示唆や情報を当該

研究に還元させた.  

 

 
４．研究成果 
 

周期的な点相互作用に従う１次元Dirac

作用素のスペクトルについて考察を行

った . スペクトラルギャップの幅の漸

近的性質と , 作用素に含まれるパラメ

ータの数論的性質の関係を得た . Dirac
作用素についての従来の研究では , こ

の種の関係は全く得られていないので ,

当該研究で得られた結果は重要かつ画



 

 

期的であるといえる . ここで , 得られた

結果のうちで典型的なものについて述

べる . κ∈ (0,2π )とし , βを0でない実

数とする . 格子 {0,κ }+2πZをΓと表す .

L2(R)2上のDirac作用素Hを次で定める： 
H=-iσ 1(d/dx), x∈R-Γ  

Dom(H)={(f1,f2)T;  f1∈H1(R), 

 f2∈H1(R-Γ ),  

f2(x+)-f2(x-)=-iβ f1(x) for x∈Γ } 

ただし , σ 1はPauli行列を表す . Hは自

己共役作用素であり , そのスペクトル

はバンド構造を持つ . Hのスペクトラル

ギャップを自然に並べたものをGj（ j∈Z

）とする . τ=2π -κとおく .     κ０＝

τ /κは無理数であると仮定する . 

θ=((1-κ０)/π)tan-1(2/β),   

W=2π2(4+β2)1/2|β|/(4π2+β2κτ) 

とおく . また , x∈Rに対し ,    ∥x∥=

min{|x-n|; n∈Z}とし ,  

M±(κ０ ,θ )=liminfq→∞∥±qκ０+θ∥

（複号同順 , qは整数）  

とおく . M±(κ０ ,θ )を非斉次近似定数

とよぶ . 得られた結果は次のように述

べられる . 

 

定理 liminfj→∞ j|G± j|=W M±(κ０ ,θ )  
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