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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、「臨界型」と呼ばれる変分問題に付随する種々の非

線形楕円型方程式の非コンパクトな解に対して、方程式に内在するスケール不変性を用いた「爆

発解析」を行い、その結果として表れる極限方程式の解空間構造に対する知見から、漸近的非

退化性・漸近的一意性などの爆発解の定性的性質を導いた。また、爆発解のスペクトル解析的

な性質の研究も推進した。 

 
研究成果の概要（英文）：In this research, we studied various nonlinear elliptic equations 

associated with variational problem of so called ``critical type”. By using the intrinsic scale 

invariance of the equations involved, we made ``blow up analysis” of non-compact solution 

sequences to the equations and by exploiting the explicit structure of solution set of the 

limit equations, we obtain various qualitative properties of blowing up solutions, such as 

asymptotic nondegeneracy, asymptotic uniqueness, and so on. Also we studied spectral 

property of blowing up solutions and obtain several results on this matter. 
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１．研究開始当初の背景 

本研究課題でいう『臨界型変分問題』とは、 

臨界ソボレフ指数を含む半線形楕円型方程
式や 2 次元乱流理論に現れる平均場方程式の
ように、対応するエネルギー汎関数に対して 

パレ－スメールの意味でのコンパクト性条
件が大域的には成り立たないために、従来の
古典的な変分法による取り扱いが困難なタ
イプの変分問題のことをいう。 

パレ－スメールのコンパクト性条件が壊れ
る際の詳しいメカニズムについては、1980 

年代に始まるリオンス、スツルベ、ブレジス
－コロン等による研究によってその解析が
進展し、非コンパクトな解の列、より一般に
は非コンパクトなパレ－スメール列は、『エ
ネルギー汎関数に作用する非コンパクトな
群による変換に沿って量子化された単位エ
ネルギー分ずつのエネルギー密度を失って
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いく』という描像が理解されるようになった。 

「バブリング」と呼ばれるこの現象は、1980

年代初め頃のザックス－ウーレンベックに
よる調和写像の解析的理論にあらわれ、これ
を統一的に解釈しようとする研究は、1994

年のリオンスによるフィールズ賞受賞の際
の主要業績のひとつとなった。 

以降、バーリ、ブレジス、コロン、ハン、レ
イ等の先駆的研究を踏まえて、臨界ソボレフ
指数を含む半線形楕円型方程式や平均曲率
一定曲面の方程式に対して、解の存在・多重
性と領域の位相的・幾何学的性質との関係、 

非コンパクトな解の列に対する漸近解析お
よび特異極限の分類、特異極限からの摂動に
よる爆発解の構成など、無限次元臨界点理
論・無限次元モース理論・リャプノフ－シュ
ミット縮約法等の非線形解析学の最新の成
果を用いた研究が盛んに行われるようにな
ってきたのが研究開始当初の状況であった。 

 

２．研究の目的 

本研究課題の研究目的は、種々の臨界型変分
問題の非コンパクトな解の列に対して爆発
解析を実行し、その結果現れる極限方程式の
解空間の構造を解析することで、爆発現象に
起因する爆発解の定性的性質について、新し
い知見を得ることである。 

『爆発解は極限方程式の解の性質をどの程
度引き継いでいるのか？』という問題意識は
自然に思われるが、本研究課題の目的は、
様々な臨界型変分構造を持つ方程式の爆発
解に対して、一意性やエネルギー汎関数の臨
界点としての非退化性などの無限次元モー
ス理論的性質、また、解の等位集合の形状な
どの定性的性質と、スケーリング極限となる
全空間解のそれらの性質との関係を解析す
ることである。 

本研究遂行のためには、非コンパクトな解の
列に対する詳細な爆発解析を行うことが前
提となっており、臨界ソボレフ型方程式や平
均場方程式などのモデル方程式に対して、特
に変数係数関数がついた場合の爆発解析を
実行することも研究目的の一つである。 

 

３．研究の方法 

一般に、スケーリングによって非コンパクト
な解の列がコンパクト性を損失する状況を
解析する手法を爆発解析と呼ぶ。 
非コンパクトな解の列は、領域内の測度ゼロ
の集合上でエネルギー密度を凝集させて、 
デルタ関数的にその $L^{\infty}$ ノルム
を無限大にしていく。爆発解析によって、密
度の凝集する点（爆発点）の特徴づけが得ら
れ、ポッホザエフ型の積分恒等式を用いるこ
とで $L^{\infty}$ ノルムが無限大となる
際の詳細な漸近挙動も得られる。 
非コンパクトな解の列は、方程式に内在する

スケール変換によって、全空間上の極限方程
式の解にコンパクト一様収束することがわ
かるが、この全空間解に対しては、明示的な
関数形が知られている場合が多く、たとえば
臨界ソボレフ型方程式や平均場方程式の場
合には、無限遠方でラプラシアンの基本解と
同じ減衰を示す具体的な解の族が存在する。 
逆のスケール変換によって全空間解のスケ
ーリング族は非コンパクトな近似解の列に
なるが、前述の量子化された単位エネルギー
は、この全空間解のエネルギーの値である。 
多くの臨界型変分問題の極限方程式にあら
われる全空間解は球対称性などの対称性を
持ち、平行移動や相似変換などの自明な任意
性を除き一意的である。 
またこの全空間解の回りでの線形化方程式
の解空間は、元の極限方程式のスケール不変
性から生じる分だけの次元を持つという意
味で、全空間解のスケーリング族は有限次元
の非退化臨界多様体を形成する。この臨界多
様体の非退化性こそが、リャプノフ－シュミ
ット法による種々の爆発解の摂動構成が成
功する数学的根拠となっている。 
本研究課題の目的は、極限方程式の明示的な
解空間構造から引き出せる種々の情報が、漸
近解析によって爆発解にどこまで引き継が
れるのか、を調べることである。 
 
４．研究成果 

2008度において研究代表者高橋は、主に研
究分担者佐藤とともに、臨界ソボレフ型の2
階および4階楕円型方程式の最小エネルギー
解の漸近的一意性について研究を進め、特に
領域や係数関数に対称性を課した場合にい
くつかの結果を得て、研究成果をまとめた。 

考える方程式が係数関数を持つ場合には、
係数関数の影響が爆発解の定性的性質にど
のように影響するかは興味ある問題である
が、高橋は領域に対称性等を仮定しない一般
の場合に、爆発解の漸近的非退化性と係数関
数のかかわりを統一的に明らかにする研究
に取り組んだ。ここでの研究手法である爆発
解析は、务臨界ソボレフ型および線形摂動項
つきの臨界ソボレフ型方程式のいずれの場
合にも適用でき、高橋はそれを用いることで、
係数関数から定義される有限次元領域上の
ある関数項行列の爆発点における可逆性と、
爆発解の（無限次元関数空間上の作用汎関数
の臨界点としての）非退化性との間に密接な
関係のあることを見出すことに成功した。こ
れらの結果は有限次元領域上のある関数が、
爆発点の位置やその爆発のスピードといっ
た定量的なデータを決定するのみならず、爆
発解の定性的な性質にまで関与することを
示しており、たいへん興味深いと思われる。 
これらの研究成果は学術論文として発表さ
れたほかに、日本数学会関数方程式論分科会



 

 

特別講演として高橋によって発表され、また
東北大学大学院集中講義としてもその内容
の一部が講義された。 
 
2009 年度には、高橋は、臨界ソボレフ型方程
式にあらわれる爆発解のうち、変分法的には
最も自然と考えられる最小エネルギー解に
ついて、その爆発に起因する解の定性的性質
の研究に取り組んだ。具体的には、領域の微
分位相同型不変量であるロバン関数と係数
関数から定義される定義領域上のある関数
の臨界点としての爆発点の非退化性と、その
爆発点で 1点爆発を起こす最小エネルギー解
の非退化性との関係、さらには爆発点のモー
ス指数と爆発解の（エネルギー汎関数の臨界
点としての）モース指数との関係について調
べ、成果を得た。技術的煩雑さは増すものの、
同様の関係は重調和型方程式の 1点爆発解に
ついても成り立つと考えられ、特に最小エネ
ルギー解に対しては、分担者佐藤とともにそ
の漸近的非退化性を確立することができた。 
線形化方程式の固有値・固有関数の挙動につ
いても、低い番号の固有値・固有関数につい
ては、通常のラプラシアンの場合の先行研究
(Grossi-Pacella Math.Z(2005))と同様な結
果が成り立つことが予想されるが、この部分
の検証は残念ながら未完成である。 
 

研究計画最終年度の2010年度には、高橋は、

爆発・凝集現象がもたらす様々な楕円型方程

式の爆発解の定性的性質の研究のうち、昨年

度に引き続いて、特にそのスペクトル解析的

な性質に焦点をあてて研究を推進した。今ま

での研究概要として、爆発解の爆発点の位置

決めを行う有限次元空間上の関数であるハミ

ルトニアンの諸性質が、爆発解に遺伝するメ

カニズムについて解析を進め、特に1点爆発解

の場合に、その漸近的非退化性・漸近的一意

性などの結果を得てきたのであるが、本年度

ではさらに進んで、爆発解を含む非線形項を

係数関数とする線形楕円型作用素の低い番号

の固有値と固有関数の漸近挙動について研究

を行い、いくつかの成果を得た。 

この研究は、より一般的に「係数関数がデル

タ関数に収束するような線形作用素の列の固

有値・固有関数の挙動はどのようなものか？

」という問題の特殊なものとしてもとらえる

ことができ、線形理論としても興味深く思わ

れる。研究推進の途上で、爆発解の漸近解析

を行う際の議論に不十分な点のあることが認

識され、現在はその部分を補う方策を考察中

である。また最近になって、連携研究者鈴木

は、Grossi, 大塚との共同研究で、2次元リウ

ビル方程式の場合に、「多重爆発点のハミルト

ニアンの臨界点としての非退化性が、多重爆

発解の漸近的な非退化性の十分条件となる」

という結果を得た(Grossi-Ohtsuka-Suzuki, 

ADE (2011))。類似の結果は、高次元での臨界 

ソボレフ型方程式や多重調和作用素を含む高

階リウビル方程式に対しても成立するだろう

ことが十分期待される。多重爆発解のスペク

トル解析的研究は現在まで行われていないが

、今後の研究テーマとして興味深く、「多重爆

発解の大域・漸近解析」として新規に科研費

補助金研究課題として構想するにいたった。 
2010 年度 4 月に高橋はローマ大学の M. 
Grossi 氏を訪問し、特に領域が 2 次元円環
領域の場合に、多重爆発解の爆発点の位置や
爆発解の定性的性質について共同研究を開
始した。2 次元円環領域のグリーン関数が厳
密に書き表わせる(Hickey の公式)ことを用
いて、新しい知見がいくつか得られ始めてい
る。 
   
本研究課題の研究期間中に、高橋は、国内招
待講演 29 件、ソウル国立大・香港中文大学・
香港城市大学・台湾アカデミア－シニカ・ロ
ーマ大学・ナポリ大学等での海外講演 7件な
どの研究成果発表を行った。 
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