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研究成果の概要（和文）：次数による選択的ノード除去に対する強相関複雑ネットワーク上のパ

ーコレーション転移を記述する解析的表式を導出し，その表式を用いてスケール・フリー・ネ

ットワークの選択的ノード除去に対する脆弱性を著しく改善するネットワーク構造を見つける

ことができた。この構造はほぼ同じ次数を持つノード同士が結合し，さらにそれらの同次数ネ

ットワークがゆるやかに相互結合するという独特な階層構造を持っている。その他にも，囚人

のジレンマゲームにおいて協力者同士が形成するクラスターがパーコレーション転移を起こす

ことなどを含む有益な結果を数多く得ることができた。 
 
研究成果の概要（英文）：We derived the analytical expressions for calculation of the 
percolation threshold and the giant component fraction of complex networks with strong 
degree-degree correlation against arbitrary types of degree based attack. With these 
expressions, we identified a network structure that consists of a set of weakly 
interconnected random regular graphs and that significantly improves the well-known 
vulnerability of scale-free networks against targeted high-degree node attack. We also 
investigated collective dynamics on complex networks with hierarchical or module 
structure. Our findings include instructive and useful results such that, in the 
prisoners’ dilemma game, the connected cluster of “permanent cooperators” exhibits 
a percolation transition. 
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１．研究開始当初の背景 
ネットワークは，ノード間のリンク上を物

質や情報等が流れていくことによって機能
する。また，基盤となるネットワークのノー

ド上には異なるプレーヤー（物質，生物種，
異種の情報など）が存在し，それらが相互作
用しながら共存しつつ移動している。これが
複雑ネットワーク上の共存ダイナミクスで
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ある。 
 本研究開始当時（2008 年），複雑ネットワ
ーク理論の発展をベースにした新しい視点
からの共存ダイナミクスの研究が始まって
きた。我々は，この共存ダイナミクスの単な
る考察にとどまらず，この問題をさらに全く
新しい視点から捉え直すことにより，複雑ネ
ットワーク理論を飛躍的に発展させたいと
考えた。その基本的なアイデアが「複雑ネッ
トワークに対する繰込み群的アプローチ」で
ある。 
 
２．研究の目的 
大規模かつ複雑なネットワーク上のダイ

ナミクスを統一的に理解するためには，ネッ
トワークの次数分布という最も大雑把な指
標に基づく分類だけではなく，ネットワーク
のマクロな性質を規定する様々なパラメー
タのどのような組合せが静的・動的性質をコ
ントロールしているのかを理解する枠組み
が重要である。もしその枠組みが構築できれ
ば，ある特定のネットワークを調べるだけで，
異なるパラメータを持つネットワークの
諸々の物理量が有限サイズ・スケーリング則
などを用いてきちんと求められるようにな
り，複雑ネットワークに対する理解が飛躍的
に深まる。研究開始時においては，この複雑
ネットワークの包括的繰込み理論の構築が
本研究課題の最終的な目標であった。 
 しかし，2009 年度の研究計画実行の中で、
これまで積極的には取り入れられてこなか
ったノード間結合における次数相関の影響
を考慮し、平均場近似を超えた複雑ネットワ
ーク上のパーコレーション理論を構築でき
る可能性が開けてきた。構成要素間の相関を
取り入れた相転移の一般論構築は繰込理論
のみに留まらず統計物理学全般において重
要な問題の一つである。 
 そこで、2009 年度から研究目標を修正し、
ノード間の次数相関を取り入れたパーコレ
ーション理論の構築と階層構造を持つ複雑
ネットワーク上のさまざまな動的現象の詳
細な理解を目的とすることとし，それらの完
成の後に当初の目的である複雑ネットワー
クの繰込理論構築へと戻ることとした。 
 
３．研究の方法 
修正された研究計画においては、研究代表

者（谷澤）はノード間の次数相関を取り入れ
たパーコレーション理論の構築を担当し、研
究分担者（増田）は、主として階層構造を持
つ複雑ネットワーク上のさまざまな動的現
象の解析を担当することとした。 
 
４．研究成果 
(1) 現実のネットワークは，変化する外的環

境下に置かれ，構成ノード（頂点）が追

加されたり，取り除かれたりすることが
ある。また，頂点間の結合（リンク）の
繋ぎかえがあったり，意図的に特定の性
質を持つノードを除去したりすること
も行われることがある。したがって，こ
のようなネットワークの構造変化がネ
ットワーク全体の連結性にどのような
影響を与えるかを理解することが重要
である。この問題はパーコレーション理
論の応用として考察されてきたが，現在
の理論解析では多くの場合ネットワー
クはその次数分布のみで特徴づけられ
る平均場理論的考察にとどまっている。
しかし，現実のネットワークではノード
間結合は厳密にはランダムではなく次
数相関は無視できないことが指摘され
ている。我々は，複雑ネットワークが次
数に依存する意図的なノード除去とい
う「攻撃」を受けた場合に，ネットワー
ク上の最大連結成分およびノード除去
閾値を記述する解析的表式を，二つのノ
ード間の次数相関の影響を完全に取り
入れた形で導出した。また，その表式を
用いて強い次数相関を持つスケール・フ
リー・ネットワークの最大連結成分とノ
ード除去閾値を計算することにより，ス
ケール・フリー・ネットワークの弱点で
ある，ハブからの選択的ノード除去に対
する脆弱性を著しく改善することので
きるネットワーク構造を見つけること
ができた。この構造はほぼ同じ次数を持
つノード同士が結合し，さらにそれらの
同次数ネットワークがゆるやかに相互
結合するという独特な階層構造を持っ
ている。これらの結果は，強相関複雑ネ
ットワークに対して外部から意図的な
攻撃があった場合のパーコレーション
転移に関する初めての解析的考察であ
る。［論文 1，2，8］ 

(2) 階層構造を持つ複雑ネットワークとし
て Hinczewski & Berker (2006)によって
提案された再帰的ネットワークを取る。
これは，正方形を横倒しにした 4つの頂
点，4 本のエッジを持つダイヤモンド形
のグラフを基本単位とし，正方形の 4つ
の辺をこの基本グラフで置き換えてい
く際に，基本グラフの水平方向に位置す
る 2 つの頂点を確率 pで結ぶことを繰り
返すことによって，再帰的に生成される
ものである。このネットワークは次数分
布が指数 3のべき則を持つスケール・フ
リー・ネットワークとなることが知られ
ており，また，p  0の場合はネットワー
ク内の任意の二頂点間に存在するリン
ク数（距離）がネットワーク内の総頂点
数 N のべきとなるラージ・ワールド・ネ
ットワーク，p  1の場合は二頂点間の距



 

 

離が log N となるスモール・ワールド・
ネットワークとなる。我々はこのネット
ワーク上で「囚人のジレンマ」ゲームを
行い，「協調」の戦略を取る頂点の作る
クラスターの振舞を数値シミュレーシ
ョンによって調べた。この「囚人のジレ
ンマ」ゲームにおいては，相手が「協調」
戦略を取った場合に，自分も「協調」戦
略を取った場合の利得は 1，「裏切り」戦
略を取った場合の利得は b  1 ，また，
相手が「裏切り」戦略を取った場合には
自分の利得は一律 0 である。その結果，
bの値を 1 から 3 程度の値の間で固定し
た場合， pが 0 から 1 へと変化するにつ
れて，「協調」戦略を一貫して取る頂点
の形成するクラスターの全頂点数に対
する比率が 0から 1へパーコレーション
転移を起こすことが確認できた。さらに，
その転移幅はbが 1 から大きくなるにつ
れてしだいに狭くなり，転移点 pc が約
0.4 より大きくなる bの領域では転移は
不連続となる。この転移点の境界値は，
ネットワークがラージ・ワールドからス
モール・ワールドへと移りかわる値とさ
れる p  0.494と関係していることが示
唆され,ネットワークがスモール・ワー
ルド性を獲得するにつれ，巨大「協調」
クラスターの形成においてリンク数の
大きな頂点（ハブ）が重要な役割を果た
し始めることに起因することがわかっ
た。［発表論文 3］ 

(3) 生態学，疫学，社会学等でひろく観察さ
れる三すくみの関係性を念頭に置き，宿
主寄生種モデル（Host-Parasite model; 
HP model）の相図をモンテカルロシミュ
レーションにより 2次元正方格子上で詳
細に調べた。このモデルには，宿主，寄
生種ともに絶滅する相（ S0相），宿主は
生き残るが寄生種が絶滅する相（ S01相），
宿主と寄生種が共存する相（ S012相）の
三つの相が存在する。平均場理論に基づ
く解析では S0- S01および S01- S012間に
相境界が存在することがわかっていた。
しかし，寄生種の増殖比が非常に大きい
場合には S012相は不安定となり S0相が
再び現われるという研究結果があり，こ
れは寄生種が急激に増加することによ
って，宿主が急激に減少し，それが最終
的には寄生種も絶滅させる影響を与え
るからであると理解されてきた。我々は
格子サイズを大きくし，有限サイズスケ
ーリングを行うことによって，このパラ
ドキシカルな結果は有限サイズ効果に
よるものであり，格子サイズが無限大に
なるに従ってこの見かけ上の S012- S0リ
エントラント転移はなくなっていくこ
とを詳細な解析によって示した。［発表

論文 4］ 
(4) 利己的行動と利他的行動による利得が

拮抗する社会集団の中でどのようにし
て利他的行動が広がっていくかを理解
することは大変に興味深い問題である。
社会集団の形成するネットワークは次
数分布がべき則に従うスケール・フリ
ー・ネットワークとなっていることはよ
く知られている。また，利他的行動を誘
引するメカニズムとして，①まず他人を
助けることによりその後他人に助けて
もらえる確率が大きくなる downward 
reciprocity と②まず他人に助けてもら
うことによりその後他人を助ける確率
が大きくなる upward reciprocity の二
つが提案されている。我々は upward 
reciprocity に基づくスケール・フリ
ー・ネットワーク上のコンタクト・プロ
セスを数値シミュレーションにより調
べた。その結果，スケール・フリー・ネ
ットワークは，他のより一様な次数分布
を持つ複雑ネットワークに比べて
upstream reciprocityに基づく利他行動
を誘発する傾向が強いことがわかった。
［論文 5］ 

(5) 伝染病の伝播過程は，複雑ネットワーク
上における SIS モデルあるいは SIR モデ
ルなどによって解析されてきた。通常，
各個人はネットワークのノード上に固
定されたものとして扱われ，ネットワー
クの次数分布がスケール・フリー的な場
合には伝染病の伝播傾向がより強めら
れることがわかっている。しかし，より
現実的な状況を考える場合，各個人は思
い思いにさまざまな場所に移動し，それ
ぞれの場所でいろいろな人と相互作用
する効果を取り入れることが必要であ
る。我々はこの効果を Susceptible およ
び Infectious の 2 つのノード種が複雑
ネットワーク上を拡散し相互作用する
ものとして定式化し解析を行った。その
結果,拡散係数の値に対する罹患率の閾
値（伝染病がネットワーク全体に広がる
ために最小限必要な罹患率）の解析的表
式を得ることができ，拡散の効果を取り
入れた場合，罹患率の閾値はより大きく
なることがわかった。これは拡散の効果
によって伝染病の伝播はむしろ抑えら
れることを意味し，ノード種がネットワ
ーク上で固定されている場合の結果と
は対照的である。［論文 6］ 

(6) 動的現象は，多くの構成要素の複雑な相
互作用の結果，さまざまな熱的雑音を含
む環境下で生起する。我々はさまざまな
複雑ネットワーク上での白色雑音下で
の線形ダイナミクスを解析的手法によ
り調べ，複雑ネットワーク上におけるゆ



 

 

らぎの一般的な解析的表式を得ること
に成功した。その結果，スケール・フリ
ー・ネットワークを含む有向グラフにお
いては，ゆらぎの影響が中心極限定理か
ら予想される N 1/ 2（ N は全ノード数）
よりも強く残り，N  0    1/2 とな
ることが示された。［論文 7］ 
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