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研究成果の概要（和文）：ミラー対称性と呼ばれる代数学と幾何学の役割を入れ替える対称

性のアイデアにより，特異点に対して代数学・表現論・幾何学に付随した 3 種類の三角圏

が定義される．これらの三角圏の性質に着目することにより，「アーノルドの奇妙な双対性」

と呼ばれる特異点の双対性が，尖点付きリーマン面と群作用付きカスプ特異点の間に存在

するミラー対称性として自然に説明され，無限個の特異点に一般化されることを示した． 

 
研究成果の概要（英文）：Based on the idea of the Mirror symmetry which interchanges the 

role of the algebra and the geometry, three kinds of triangulated categories are associated 

to the algebra, the representation theory and the geometry. Looking at some properties of 

these triangulated categories, we show that the “Arnold’s strange duality” is now naturally 

understood as a mirror symmetry between orbifold curves and cusp singularities with 

group action, which is generalized to an infinite series of singularities. 
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１．研究開始当初の背景 

ミラー対称性とは，リーマン面から多様体
への正則写像の数え上げに対応するＡ模型
と複素多様体の変形理論に対応するＢ模型
という，2 つの位相的弦理論の等価性のこと
である．ミラー対称性は多様体の定性的およ
び定量的な性質に関するさまざまな予想を
与え，これまで個別に研究されてきた数学を
結び付けるので極めて興味深い． 

 

群作用付孤立超曲面特異点のミラー対称
煙は, 7, 555 個の位相的ミラー対をなすカラ
ビ-ヤウ多様体の発見をもたらした. 最近, 
堀氏・Orlov 氏・研究代表者らにより, 80 年
代中旬の特異点理論における行列因子化の
アイデアで, その理解が急速に進んでいる.  
 
離散群・特異点・ルート系・リー環・有限

次元代数の間にある不思議な関係を解明す
るため, ホモロジー的ミラー対称性の観点
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から, 群作用付き行列因子化の圏およびそ
の安定性条件の空間の構造解明を目指し, 
研究を行ってきた.  
 
これまでの研究において, 群作用付き超

曲面特異点に対するホモロジー的ミラー対
称性予想の定式化および予想成立の状況証
拠を与えていた.  
 

 

 

２．研究の目的 

本研究の目的は，離散群・特異点・ルート
系・リー環・有限次元代数の間にある不思議
な関係を解明するため，ホモロジー的ミラー
対称性の観点から，群作用付孤立超曲面特異
点に対して，それぞれ代数学・表現論・幾何
学に付随した 3 種類の異なる背景を持つ三角
圏の圏同値に着目することにより，特異点の
持つ代数的・幾何学的性質を解析することで
ある． 

 

 

 

３．研究の方法 

 上記の研究目的を達成するため，以下の方
法で研究を行った． 

 

 

(1) 群作用付き行列因子化の圏の構造解明
を目的とし，「良い full strongly 
exceptional collection」の存在証明および
その特徴づけを目標に研究を遂行する. 
 
(2) ホモロジー的ミラー対称性の存在を示
す証拠として， 対応する三角圏が full 
strongly exceptional collection を持つよ
うな，群作用付き特異点を系統的に発見する
ことを目標として研究を遂行する． 

 

(3) 行列因子化の計算や Orlov氏による半直
交分解の理論に基づき， 「良いfull strongly 
exceptional collection」の特徴づけを目指
して研究を遂行する． 
 
 
これらの内容を効率的に遂行するため，国

内外の関連分野の研究集会に積極的に参加
した． また，関連する国内・海外研究者の
招へいを通じて研究交流を行った．  
 さらに，自らも研究集会を開催し，当該分
野の最新の進展について，参加者がそれぞれ
の研究成果を発表し，活発な議論を行う機会
を設けた． 
 
 
 

４．研究成果 
上記の研究方法により，以下のような研究

成果を得た． 
 
 
(1) Cohen-Macaulay 加群（代数学側）の三角
圏と有限次元結合代数（表現論側）の三角圏
という，似ていると思われていたが個別に研
究されてきた理論を，ミラー対称性に基づく
三角圏同値によって明確に関連付けた． 
とくに，消滅サイクルのなす深谷三角圏

（幾何学側）のみたすべき性質と比較するこ
とにより，代数側の三角圏が特別な生成対象
を持つことを一般的に予想として与え，ある
無限系列の群作用付孤立超曲面特異点に対
して，その証明を与えた． 
 
 
 
(2) 群作用付きの「カスプ特異点」と滑らか
な射影曲線を粗なモジュライ空間としても
つオービフォールドのホモロジー的ミラー
対称性予想を定式化した． 
とくに，オービフォールドの粗なモジュラ

イ空間が射影直線である場合に詳細な研究
を行った．カスプ特異点が曲線特異点に帰着
される場合について，特異点理論における古
典的手法を用いることにより，ホモロジー的
ミラー対称性予想を証明した． 
 
 
 
(3) 群作用付きの「カスプ特異点」と滑らか
な射影曲線を粗なモジュライ空間としても
つオービフォールドのホモロジー的ミラー
対称性予想の一般的な場合について，その組
み合わせ論的側面に関する命題を証明する
ことができた.  
具体的には, 群作用付孤立超曲面特異点

に対して，「ドルガチェフ数」と「ガブリエ
ロフ数」を定義することができ，それらが超
曲面特異点の「転置」操作により入れ替わる，
ということを証明した．これにより，「アー
ノルドの奇妙な双対性」は完全な形で拡張さ
れ，それはミラー対称性によりもはや「奇妙
でなく」自然に説明することができるように
なった.  

とくに，クラインの研究に起源を持ち
100 年以上にわたって多くの研究者によって
研究されてきた，正多面体・ADE 特異点・有
限次元単純リー環の間にある不思議な関係
も，この結果によりミラー対称性の一つとし
て自然に説明されることとなった． 
 
 
 
(4) ホモロジー的ミラー対称性によってミ



 

 

ラー対であることが期待される単純楕円型
特異点とオービフォールドの対に対して，平
坦構造をそれぞれ原始形式とグロモフ‐ウ
ィッテン不変量の理論から構成し，その同型
写像を構成した．これは，このミラー対に対
して古典的な意味でのミラー対称性を証明
したことになる． 
この帰結として，グロモフ‐ウィッテン不

変量の母函数が収束し，保型性を持つことが
示された． 
また，E6 型の単純楕円型特異点に付随する

エータ積のフーリエ係数がグロモフ‐ウィ
ッテン不変量という幾何学的意味づけを持
つことが同時に証明された． 
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